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Введение

Актуальность. Математические модели многих физических процессов, в

частности, формирование контура микроскопического пузыря в неоднородной

жидкости и описание многоконтурных электрических цепей включают в себя

обыкновенные интегро-дифференциальные уравнения (ИДУ), неразрешенные

относительно главной части. Для интегро-дифференциальных уравнений под

главной частью понимается старшая производная искомой вектор-функции. На-

чальная (краевая) задача для таких уравнений требует исследования на предмет

существования и единственности непрерывно дифференцируемого решения. Да-

же если решение таких задач существует, единственно и достаточно гладкое, то

его, как правило, не удается найти в аналитическом виде. Если для таких задач

применить численные методы, разработанные для ИДУ, разрешенных относи-

тельно главной части, то в результате мы получим систему линейных (нелиней-

ных) алгебраических уравнений, которая либо не имеет решения, либо имеет

множество решений. Даже в линейном случае стандартные дискретные методы

часто порождают неустойчивый процесс. Таким образом, возникает необходи-

мость в разработке и программной реализации эффективных численных методов

решения таких задач.

В диссертации рассматриваются следующие проблемы:

1. Формулировка достаточных условий существования единственного ре-

шения ИДУ, не разрешенных относительно главной части, с заданными

начальными (краевыми) условиями.

2. Построение и обоснование численных методов решения таких задач и

определение областей их устойчивости.

3. Применение полученных результатов к математическим моделям элект-

роцепей и разделения пограничных сред «жидкость-газ».
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Работа посвящена разработке численных алгоритмов решения уравнений

вида

𝐴(𝑡)𝑥′(𝑡) + 𝐹 (𝑡,𝑥(𝑡)) +

𝑡∫︁
0

𝐺(𝑡,𝑠,𝑥(𝑠))𝑑𝑠 = 𝑓(𝑡), (1)

с заданными начальными (конечными) условиями.

Детально рассмотрены случаи:

1. 𝐴(𝑡) = 𝑡𝑝, 𝑝 > 0, 𝑡 ∈ (0,𝑀 ], 𝐹 (𝑡,𝑥) ≡ 0, 𝑥(𝑀) = 𝜉, где 𝑥(𝑡) – искомая

функция;

2. 𝐴(𝑡) – (𝑛 × 𝑛)-матрица, 𝐹 (𝑡,𝑥(𝑡)) и 𝐺(𝑡,𝑠,𝑥(𝑠)) – 𝑛-мерные вектор-

функции, 𝑡 ∈ [0,1], причем det𝐴(𝑡) ≡ 0, с начальным условием

𝑥(0) = 𝑥0, (2)

которое согласовано с правой частью.

В первом случае такое уравнение называется сингулярным интегро-

дифференциальным и имеет вид

𝑡𝑝𝑥
′
(𝑡) =

𝑡∫︁
0

𝑓(𝑥(𝑠))𝑑𝑠, 𝑡 ∈ [0,𝑀 ] (3)

с условием

𝑥(𝑀) = 𝜉. (4)

Данное уравнение является интегральным аналогом сингулярного диф-

ференциального уравнения второго порядка, возникающего при определении

профиля пузырьков (капелек) в жидкости (газе) (см., напр., [96]). Разработкой

численных методов решения таких задач активно занимались как российские,

так и зарубежные авторы. Значительный вклад внесли Auzinger W. [100], Cahn

J.W. [68], Hastermann G. [84], Hoog F. de [74; 75], Kneisl G., Lima P., Weinmuller

E.B., Rotoli G. [79; 96; 100; 101], Конюхова Н.Б., Соловьев М.Б. [92], Куликов
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Г.Ю. [93]. При реализации алгоритмов, разработанных этими авторами, для дан-

ных задач требуется выбирать очень маленький шаг интегрирования, что ведет

к большим вычислительным затратам.

Во втором случае предполагается, что входные данные достаточно глад-

кие в соответствующих областях определения. Как уже отмечалось выше, такие

системы уравнений находят широкое применение при математическом модели-

ровании электрических цепей (см., напр., [39;47] и приведенную там библиогра-

фию).

Если в (1) отсутствует интегральная составляющая, то такие уравнения с

условием (2) принято называть дифференциально-алгебраическими уравнения-

ми (ДАУ). Начиная с середины 70-х годов качественной теорией и разработкой

численных методов решения ДАУ занимались исследователи из России (Боярин-

цев Ю.Е. [7–10], Абрамов А.А. [1], Кузнецов Е.Б. [33], Курина Г.А. [32], Горбу-

нов В.К. и его ученики [29;30]), Германии (Marz R. [86;97], Kunkel P., Mehrmann

V. [72; 90; 91], Lubich Ch. [83] и их ученики), Швейцарии (Hairer E., Wanner

G. [52;53;82]), США (Campbell S. [69], Petzold L. [60], Gear C.W. [70], Rheinboldt

W.C. [98] и их ученики) и в ряде других стран. С той поры вышли тысячи статей

и десятки монографий, посвященных исследованию данных систем. Это связано

с тем, что ДАУ описывают многие важные прикладные задачи. Данные матема-

тические модели приведены в работах Bock H.G. [59], Михайлова В.Б. [34] и

других авторов. Исследованием уравнений с вырожденным оператором перед

главной частью занимались Свиридюк Г.А. [37; 38], Федоров В.Е. [38; 51], Кел-

лер А.В. [31], Сидоров Н.А. [40–42], Фалалеев М.В. [48–50] и их ученики, а

также Favini A. (Италия), Yagi A. (Япония) [76] и др.

Если в (1) матрица 𝐴(𝑡) – тождественно ненулевая и 𝐹 (𝑥(𝑡),𝑡) = 𝐵(𝑡)𝑥(𝑡),

где 𝐵(𝑡) – (𝑛 × 𝑛)-матрица и det𝐵(𝑡) ≡ 0, то такие уравнения принято назы-

вать интегро-алгебраическими уравнениями (ИАУ). Исследование этих уравне-

ний началось относительно недавно. Первая статья [54] вышла в 1987 г. С той

поры вышло несколько публикаций по этой теме, авторами которых являются
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Булатов М.В., Будникова О.С. (Иркутск) [11–16; 19], Hadizadeh M. (Иран) [81],

Brunner H. (Канада, Гонконг) [63;65].

Наконец, если 𝐴(𝑡) – тождественно нулевая матрица, 𝐹 (𝑥(𝑡),𝑡) ≡ 0, то мы

имеем интегральные уравнения Вольтерра I рода (ИУВI). Численными методами

решения таких уравнений и прикладными задачами, которые описываются ИУВ,

занимались Апарцин А.С. [3], Бакушинский А.Б. [4], Шароглазов В.С. [58], Си-

зиков В.С., Верлань А.Ф. [27], Linz P. [95], Brunner H. [61;62;64] и др.

Численное решение таких систем наталкивается на большие трудности.

В частности, многие методы приводят либо к неустойчивому процессу, либо к

проблемам решения систем линейных алгебраических уравнений с тождествен-

но вырожденной матрицей.

Таким образом, разработка альтернативных подходов для численного ре-

шения (1), (2) является актуальной темой.

Целью диссертационной работы является применение теории вырожден-

ных ИДУ для разработки численных методов их решения, практической реали-

зации данных методов в задачах анализа многоконтурных электрических цепей

и при моделировании процессов, протекающих в среде «жидкость-газ».

Для достижения поставленной цели необходимо было решить следующие

задачи:

1. Сформулировать достаточные условия существования единственного

решения начальной задачи для систем ИДУ с тождественно вырожден-

ной матрицей перед главной частью, для численного решения которых

предложить и обосновать многошаговые методы.

2. Выписать математическую модель, которая описывает профиль пузы-

ря в неоднородной жидкости, в виде сингулярного ИДУ и разработать

новые эффективные методы его решения.

3. Построить математические модели многоконтурных электрических це-

пей, которые включают в себя систему ИДУ с тождественно вырожден-

ной матрицей перед главной частью.
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4. Реализовать программный комплекс в среде MATLAB для расчетов при-

кладных задач по разработанным алгоритмам.

Объект и предмет исследования. Объектом исследования являются моде-

ли микроскопического пузыря в неоднородной жидкости и модели многоконтур-

ных электрических цепей. Эти модели имеют вид сингулярных ИДУ и систем

ИДУ с тождественно вырожденной матрицей при производной искомой вектор-

функции. Предметом исследования являются численные методы для решения

задач указанных выше видов.

Методы исследования. При проведении исследований применялись мате-

матический аппарат теории матриц, теории обыкновенных дифференциальных

и интегральных уравнений, теории разностных схем и сведения, относящиеся к

моделированию электрических цепей.

Достоверность результатов. Достоверность полученных результатов под-

тверждается достаточно точным совпадением результатов расчетов по предло-

женным алгоритмам с результатами расчетов, достоверность которых была до-

казана ранее, и расчетами тестовых примеров.

Тематика диссертационной работы соответствует следующим пунктам

паспорта специальности 05.13.18:

п. 2 «Развитие качественных и приближенных аналитических методов ис-

следования математических моделей».

п. 3 «Разработка, обоснование и тестирование эффективных вычислитель-

ных методов с применением современных компьютерных технологий».

п. 5 «Комплексные исследования научных и технических проблем с при-

менением современной технологии математического моделирования и вычисли-

тельного эксперимента».

Научная новизна диссертационной работы представлена следующими по-

ложениями, выносимыми на защиту:
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1. Сформулированы достаточные условия существования единственного

решения начальных задач для ИДУ с тождественно вырожденной глав-

ной частью.

2. Для такого класса задач впервые предложены и обоснованы эффектив-

ные многошаговые численные методы высокого порядка. Построены

области устойчивости этих алгоритмов.

3. Выписано уравнение для нахождения радиуса пузыря в зависимости от

плотности окружающей жидкости в виде сингулярного ИДУ. Разработа-

ны численные методы его решения, для реализации которых требуется

существенно меньше вычислительных затрат, чем для ранее разработан-

ных.

Теоретическая значимость диссертационной работы состоит в следую-

щем:

1. Получены условия, при выполнении которых вырожденные ИДУ разре-

шимы и имеют единственное решение.

2. Предложены и обоснованы численные методы для решения выделенных

классов ИДУ. Получена оценка скорости сходимости методов и постро-

ены их области устойчивости.

3. Выписана математическая модель нахождения профиля пузыря в неод-

нородной жидкости в виде сингулярного ИДУ с краевыми условиями.

Предложены эффективные численные методы решения таких задач.

4. Приведен детальный качественный анализ вырожденных систем ИДУ,

которые моделируют многоконтурные электрические цепи.

Практическая значимость работы заключается в том, что разработан про-

граммный комплекс, реализующий численные методы решения сингулярных

ИДУ и позволяющий существенно ускорить процесс вычислений профиля пузы-

ря в жидкости. Также программно реализованы многошаговые методы решения

вырожденных систем ИДУ(начальная задача), которые описывают многоконтур-

ные электроцепи.
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Результаты диссертационного исследования были использованы в учебном

процессе ИРНИТУ при проведении занятий по дисциплине «Численные мето-

ды решения интегральных и дифференциальных уравнений», что подтверждено

соответствующим актом о внедрении.

Апробация. Результаты, излагаемые в диссертации, докладывались на сле-

дующих конференциях:

1. IV Международная научная конференция «Современные проблемы при-

кладной математики, теории управления и математического моделиро-

вания», Воронеж, 2011 г.

2. Отчетная конференция ИДСТУ СО РАН «Ляпуновские чтения», Ир-

кутск, 2011 г.

3. XII Прибайкальская Школа-семинар «Моделирование, оптимизация и

информационные технологии», Иркутск – Ангасолка, 2012 г.

4. Х Международная Четаевская конференция «Аналитическая механика,

устойчивость и управление», Казань, 2012 г.

5. Отчетная конференция ИДСТУ СО РАН «Ляпуновские чтения», Ир-

кутск, 2012 г.

6. III Международная Школа-семинар «Нелинейный анализ и экстремаль-

ные задачи», Иркутск, 2012 г.

7. Всероссийская молодежная научно-практическая конференция «Малые

Винеровские чтения», Иркутск, 2013 г.

8. XVIII Байкальская Всероссийская конференция «Информационные и

математические технологии в науке и управлении», Иркутск, 2013 г.

9. Отчетная конференция ИДСТУ СО РАН «Ляпуновские чтения», Ир-

кутск, 2013 г.

10. Всероссийская молодежная научно-практическая конференция «Малые

Винеровские чтения», Иркутск, 2014 г.

11. Отчетная конференция ИДСТУ СО РАН «Ляпуновские чтения», Ир-

кутск, 2014 г.
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12. Международный семинар «Численное решение интегральных и диффе-

ренциальных уравнений», Иркутск, 2014 г.

13. 6th International Conference on High Performance Scientific Computing,

City Hanoi: Institute of Mathematics, 2015 г.

Результаты диссертационного исследования неоднократно докладывались

на научных семинарах кафедры Вычислительной техники ИРНИТУ (зав. кафед-

рой, доцент Дорофеев А.С.).

Публикации по теме диссертации представлены 14 научными работа-

ми, из которых 3 статьи опубликованы в изданиях, входящих в перечень ВАК:

«Известия ИГУ. Серия Математика», «Вестник ЮУрГУ. Серия Математическое

моделирование и программирование». Получено одно свидетельство о государ-

ственной регистрации программы для ЭВМ № 2015619250. Основные результа-

ты диссертации опубликованы в [18;20–26;36;44–46;66;99].

Личный вклад автора. В совместных работах научному руководителю и

П. Лима принадлежит постановка задачи. Доказательство существования един-

ственного решения для начальной задачи вырожденных систем ИДУ, обоснова-

ние численных методов, все численные расчеты и выкладки проведены автором

лично.

Объем и структура диссертации. Диссертационная работа состоит из вве-

дения, четырех глав, заключения, списка литературы и приложения. Полный

объем диссертации составляет 114 страниц с 20 рисунками и 16 таблицами.

Список литературы содержит 101 наименование.

Во введении обоснована актуальность темы диссертационной работы,

сформулированы цель и задачи, раскрыта научная новизна и практическая значи-

мость полученных результатов, представлен обзор текущей литературы по теме

диссертации, приведена структура и краткий обзор содержания работы.

В главе 1 рассмотрены вспомогательные теоретические сведения, а имен-

но, приведены некоторые определения, характерные свойства матричных пучков

и матричных полиномов, сформулированы достаточные условия существования
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единственного решения начальных задач для ИДУ с тождественно вырожденной

главной частью.

В главе 2 выделен класс задач (1), (2), для которого предложены и обосно-

ваны многошаговые методы второго порядка. Отметим, что ранее разработанные

неявные методы для таких задач либо неустойчивы, либо требуют значительных

вычислительных затрат.

В первом параграфе приведен обзор литературы по решению систем ли-

нейных ИДУ, показаны сложности исследования таких уравнений, предложены

новые многошаговые методы для численного решения систем линейных ИДУ,

доказана сходимость методов, получена оценка скорости сходимости. Во втором

параграфе построены области устойчивости разработанных методов. В третьем

параграфе приведены численные расчеты тестовых задач решения системы ИДУ

с тождественно вырожденной матрицей перед старшей производной.

Третья глава посвящена численному решению сингулярных нелинейных

интегро-дифференциальных уравнений при моделировании в пограничных сре-

дах «жидкость-газ». В первом и втором параграфах приведено описание особых

точек и задач о p-лапласиане, приведен обзор литературы по этой теме. Пред-

лагается записать данную задачу в виде сингулярного ИДУ, для которого раз-

работаны новые многошаговые методы численного решения. Далее в третьем

параграфе главы 3 приведено детальное описание программной реализации для

модели пузыря в жидкости, разработанной на основе модели и алгоритма, рас-

смотренных в втором параграфе. Автором был реализован программный ком-

плекс в среде MATLAB.

Четвертая глава посвящена численным расчетам систем ИДУ, возникаю-

щих при моделировании электрических цепей. В первом параграфе приведены

вспомогательные сведения из теории электроцепей. Во втором параграфе описа-

ны общие принципы моделирования электрических цепей. Третий параграф со-

держит качественные исследования многоконтурных цепей (трех- и четырехкон-

турной цепей). Показано, что рассматриваемые в диссертации математические
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модели трех- и четырехконтурных электрических цепей удовлетворяют услови-

ям теоремы существования единственного решения в главе 1. Для численного

решения этих задач можно с успехом применить методы, предлагаемые в главе

2.
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Сокращения и обозначения

В диссертации используются следующие сокращения:

ОДУ – обыкновенные дифференциальные уравнения;

ДАУ – дифференциальные алгебраические уравнения;

ИДУ – интегро-дифференциальное уравнение;

СЛАУ – система линейных алгебраических уравнений;

ПК – программный комплекс.

Математические обозначения:

буквы 𝑖, 𝑗, 𝑘, 𝑚, 𝑛, 𝑙 – целые, положительные числа;

строчные греческие буквы 𝛼, 𝛽, 𝛾 используются для обозначения скаляр-

ных величин из множества вещественных чисел 𝑅1;

символ ⊤ используется для обозначения транспонирования матрицы.

Обозначения при описании математических моделей:

𝑟 – радиус пузыря;

𝜇 – химический потенциал;

𝑣 – скорость жидкости;

𝐿, 𝑅, 𝐶 – индуктивность, сопротивление и емкость, соответственно, в

электрических цепях;

Символ лежит в конце доказательства.

14



1 Достаточные условия существования единственного и

дифференцируемого решения

В диссертации рассматриваются системы ИДУ, коэффициенты которых яв-

ляются либо матрицами, либо функциями. Поэтому начнем данную главу с све-

дений из теории матриц, теории обыкновенных дифференциальных уравнений и

интегральных уравнений типа Вольтерра. Эти результаты позволяют формули-

ровать теоремы существования и единственности решения, выяснять свойства

решений уравнений.

1.1 Матричные пучки и полиномы

Определение 1.1.1. [55] Пусть заданы (𝑚 × 𝑛)-матрицы 𝐴, 𝐵 с постоянными

элементами. Выражение 𝜆𝐴 + 𝐵, где 𝜆 — скалярный параметр (в общем случае

комплексный), будем называть пучком матриц 𝐴, 𝐵.

Определение 1.1.2. [55] Пучок матриц 𝜆𝐴 + 𝐵, называется регулярным, если

существует 𝜆0 такое, что det(𝜆0𝐴 + 𝐵) ̸= 0. В противном случае (матрицы не

являются квадратными или det(𝜆𝐴+𝐵) ≡ 0) пучок называется сингулярным.

Определение 1.1.3. [55] Пусть заданы (𝑛 × 𝑛)-матрицы 𝐴, 𝐵 с постоянными

элементами. Выражение

𝜉(𝜆) = det(𝜆𝐴+𝐵)

будем называть характеристическим многочленом пучка 𝜆𝐴+𝐵.

Определение 1.1.4. [28] (𝑘 × 𝑘)-матрица 𝑁 называется нильпотентной, если

𝑁 𝑞 = 0 для некоторого целого положительного числа 𝑞 ≤ 𝑘.
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Лемма 1.1.1. [28] Пусть пучок матриц 𝜆𝐴 + 𝐵 регулярен. Тогда существуют

невырожденные (𝑛 × 𝑛)-матрицы 𝑃 и 𝑄 с постоянными элементами такие,

что

𝑃 (𝜆𝐴+𝐵)𝑄 = 𝜆

⎛⎜⎜⎜⎝
𝐸𝑚 0 0

0 𝐸𝑙 0

0 0 𝑁

⎞⎟⎟⎟⎠+

⎛⎜⎜⎜⎝
𝐽 0 0

0 𝑀 0

0 0 𝐸𝑘,

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

где 𝑚 + 𝑙 + 𝑘 = 𝑛, 𝑁,𝑀 – нильпотентные матрицы размерностей (𝑘 × 𝑘) и

(𝑙 × 𝑙), соответственно.

Любую постоянную матрицу умножением справа и слева на постоянные

невырожденные матрицы 𝑃 и 𝑄 можно привести к диагональной форме. С пуч-

ками переменных матриц дело обстоит значительно сложнее.

Определение 1.1.5. [54] Пучок матриц 𝜆𝐴(𝑡) + 𝐵(𝑡) удовлетворяет критерию

«ранг - степень» на отрезке [0,1], если выполнены условия:

1. rank𝐴(𝑡) = 𝑟 = const ∀𝑡 ∈ [0,1];

2. det[𝜆𝐴(𝑡) +𝐵(𝑡)] = 𝑎0(𝑡)𝜆
𝑟 + . . . , 𝑎0(𝑡) ̸= 0 ∀𝑡 ∈ [0,1].

Приведем несколько примеров.

Пример 1.1.1. Рассмотрим пучок матриц 𝜆𝐴(𝑡) +𝐵(𝑡), где

𝐴(𝑡) =

⎛⎝𝑡 1

1 0

⎞⎠ , 𝐵(𝑡) =

⎛⎝0 −1

𝑡2 𝑡

⎞⎠ ,

rank𝐴(𝑡) = const = 2 ∀𝑡 ∈ [0,1].

Найдем det[𝜆𝐴(𝑡) +𝐵(𝑡)] :

det[𝜆𝐴(𝑡) +𝐵(𝑡)] = det

⎛⎝𝜆
⎛⎝𝑡 1

1 0

⎞⎠+

⎛⎝0 −1

𝑡2 𝑡

⎞⎠⎞⎠ = det

⎛⎝ 𝜆𝑡 𝜆− 1

𝑡2 + 𝜆 𝑡

⎞⎠ =

= −𝜆2 − 𝜆+ 𝑡2.

16



Итак,

det[𝜆𝐴(𝑡) +𝐵(𝑡)] = 2 = rank𝐴(𝑡) = const ∀𝑡 ∈ [0,1],

поэтому рассматриваемый пучок матриц 𝜆𝐴(𝑡) + 𝐵(𝑡) удовлетворяет критерию

«ранг - степень» на отрезке [0,1].

Пример 1.1.2. Рассмотрим пучок матриц 𝜆𝐴(𝑡) +𝐵(𝑡), где

𝐴(𝑡) =

⎛⎝𝑡 0

1 1

⎞⎠ , 𝐵(𝑡) =

⎛⎝1 𝑡

1 0

⎞⎠ .

В этом случае

rank𝐴(𝑡) =

⎧⎨⎩ 2, если 𝑡 ̸= 0,

1, если 𝑡 = 0.

Найдем det[𝜆𝐴(𝑡) +𝐵(𝑡)] :

det[𝜆𝐴(𝑡) +𝐵(𝑡)] = det

⎛⎝𝜆
⎛⎝𝑡 0

1 1

⎞⎠+

⎛⎝1 𝑡

1 0

⎞⎠⎞⎠ =

= det

⎛⎝𝜆𝑡+ 1 𝑡

𝜆+ 1 𝜆

⎞⎠ = 𝜆2𝑡+ 𝜆(1 − 𝑡) − 𝑡.

det[𝜆𝐴(𝑡) +𝐵(𝑡)] =

⎧⎨⎩ 2, если 𝑡 ̸= 0,

1, если 𝑡 = 0.

В этом случае, несмотря на то, что

rank𝐴(𝑡) = det[𝜆𝐴(𝑡) +𝐵(𝑡)] ∀𝑡 ∈ [0,1],
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ранги 𝐴(𝑡) и det[𝜆𝐴(𝑡) + 𝐵(𝑡)] являются переменными, поэтому пучок матриц

𝜆𝐴(𝑡) +𝐵(𝑡) не удовлетворяет критерию «ранг - степень».

Пример 1.1.3. Рассмотрим пучок матриц 𝜆𝐴(𝑡) +𝐵(𝑡), где

𝐴(𝑡) =

⎛⎝1 1

0 0

⎞⎠ , 𝐵(𝑡) =

⎛⎝𝑡2 2

0 0

⎞⎠ ,

rank𝐴(𝑡) = const = 1 ∀𝑡 ∈ [0,1].

Найдем det[𝜆𝐴(𝑡) +𝐵(𝑡)] :

det[𝜆𝐴(𝑡) +𝐵(𝑡)] = det

⎛⎝𝜆
⎛⎝1 1

0 0

⎞⎠+

⎛⎝𝑡2 2

0 0

⎞⎠⎞⎠ =

= det

⎛⎝𝜆+ 𝑡2 𝜆+ 2

0 0

⎞⎠ = 0.

Так как

det[𝜆𝐴(𝑡) +𝐵(𝑡)] = 0 ̸= rank𝐴(𝑡) = 1 ∀𝑡 ∈ [0,1],

поэтому рассматриваемый пучок матриц 𝜆𝐴(𝑡) + 𝐵(𝑡) не удовлетворяет крите-

рию «ранг - степень» на отрезке [0,1]. Данный пучок является сингулярным.

Лемма 1.1.2. [54] Если пучок матриц 𝜆𝐴(𝑡) + 𝐵(𝑡) удовлетворяет критерию

«ранг - степень» на всем отрезке [0,1] и элементы 𝐴(𝑡), 𝐵(𝑡) принадлежат клас-

су функций 𝐶𝑝, то существуют невырожденные матрицы 𝑃 (𝑡) и 𝑄(𝑡) такие,

что

𝑃 (𝑡)𝐴(𝑡)𝑄(𝑡) =

⎛⎝𝐸𝑚 0

0 0

⎞⎠ , 𝑃 (𝑡)𝐵(𝑡)𝑄(𝑡) =

⎛⎝𝐽𝑚 0

0 𝐸𝑛−𝑚

⎞⎠ .

Здесь и всюду в дальнейшем изложении 𝐸𝑚 – единичная матрица размер-

ности 𝑚.
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Определение 1.1.6. [16] Матричный полином 𝜆2𝐴(𝑦) + 𝜆𝐵(𝑦) + 𝐶(𝑦), где 𝜆 –

скаляр, 𝑦 – 𝑘-мерный вектор, 𝑦 ∈ 𝑈 = {𝑦 : ||𝑦|| ≤ 𝜌}, имеет простую структуру

в области 𝑈 , если выполнены условия:

1) rank𝐴(𝑦) = const = 𝑙 ∀𝑦 ∈ 𝑈 ;

2) rank[𝐴(𝑦)|𝐵(𝑦)] = 𝑙 +𝑚 = const ∀𝑦 ∈ 𝑈 ;

3) det(𝜆2𝐴(𝑦) + 𝜆𝐵(𝑦) + 𝐶(𝑦)) =

= 𝑎0(𝑦)𝜆2𝑙+𝑚 + . . .+ 𝑎2𝑙+𝑚(𝑦); 𝑎0(𝑦) ̸= 0 ∀𝑦 ∈ 𝑈.

Лемма 1.1.3. [55] Если задан матричный пучок блочного вида

𝜆

⎛⎝𝐴1(𝑡)

0

⎞⎠+

⎛⎝𝐵1(𝑡)

𝐵2(𝑡)

⎞⎠ ,

где 𝐴1(𝑡) и 𝐵1(𝑡) – (𝑚× 𝑛)-матрицы, 𝐵2(𝑡) – ((𝑛−𝑚) × 𝑛)-матрица, 0 – нуле-

вая матрица размером ((𝑛 −𝑚) × 𝑛), то он удовлетворяет критерию «ранг -

степень» тогда и только тогда, когда

det

⎛⎝𝐴1(𝑡)

𝐵2(𝑡)

⎞⎠ ̸= 0.

Лемма 1.1.4. [17] Если матричный полином 𝜆2𝐴(𝑦) + 𝜆𝐵(𝑦) +𝐶(𝑦) имеет про-

стую структуру при любом 𝑦 ∈ 𝑈 и элементы матриц 𝐴(𝑦), 𝐵(𝑦), 𝐶(𝑦) при-

надлежат классу 𝐶𝑟(𝑈), то существуют невырожденные для любого 𝑦 ∈ 𝑈

матрицы 𝑃 (𝑦) и 𝑄(𝑦) с элементами из класса 𝐶𝑟(𝑈) такие, что

𝑃 (𝑦)(𝜆2𝐴(𝑦) + 𝜆𝐵(𝑦) + 𝐶(𝑦))𝑄(𝑦) =

= 𝜆2

⎛⎜⎜⎜⎝
𝐸𝑙 0 0

0 0 0

0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎠+ 𝜆

⎛⎜⎜⎜⎝
𝐽1(𝑦) 0 𝐽2(𝑦)

0 𝐸𝑚 0

0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎠+

⎛⎜⎜⎜⎝
𝐶1(𝑦) 𝐶2(𝑦) 0

𝐶3(𝑦) 𝐶4(𝑦) 0

0 0 𝐸𝑛−𝑚−𝑙

⎞⎟⎟⎟⎠ ,
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где 𝐸𝑚, 𝐸𝑙, 𝐸𝑛−𝑚−𝑙 – единичные матрицы размерности 𝑚, 𝑙 и 𝑛−𝑚− 𝑙, соот-

ветственно. 𝐽1(𝑦), 𝐽2(𝑦), 𝐶𝑖(𝑦), 𝑖 = 1,4 – матрицы подходящей размерности.

Следствие 1. Если матричный полином 𝜆2𝐴(𝑦) + 𝜆𝐵(𝑦) +𝐶(𝑦) имеет простую

структуру, то матрица 𝑃 (𝑦)(𝜆2𝐴(𝑦) + 𝜆𝐵(𝑦) + 𝐶(𝑦)) имеет блочный вид

𝑃 (𝑦)(𝜆2𝐴(𝑦) + 𝜆𝐵(𝑦) + 𝐶(𝑦)) = 𝜆2

⎛⎜⎜⎜⎝
𝐴1(𝑦)

0

0

⎞⎟⎟⎟⎠+ 𝜆

⎛⎜⎜⎜⎝
𝐵1(𝑦)

𝐵2(𝑦)

0

⎞⎟⎟⎟⎠+

⎛⎜⎜⎜⎝
𝐶1(𝑦)

𝐶2(𝑦)

𝐶3(𝑦)

⎞⎟⎟⎟⎠ , (1.1)

где 𝐴1(𝑦), 𝐵1(𝑦), 𝐶1(𝑦) − (𝑙 × 𝑛)-матрицы, 𝐵2(𝑦), 𝐶2(𝑦) – (𝑚 × 𝑛)-матрицы,

𝐶3(𝑦)−([𝑛−𝑙−𝑚]×𝑛)-матрица, 0 – нулевые блоки соответствующих размеров.

Лемма 1.1.5. [17] Если матрица блочного вида (1.1) имеет простую структуру,

то

det

⎛⎜⎜⎜⎝
𝐴1(𝑦)

𝑐𝐵2(𝑦)

𝑑𝐶3(𝑦)

⎞⎟⎟⎟⎠ ̸= 0 ∀𝑦 ∈ 𝑈, 𝑐 ̸= 0, 𝑑 ̸= 0.

Доказательства лемм 1.1.4 и 1.1.5 при 𝑞 = 1 (𝑞 – размерность вектора 𝑦)

приведены в [17]. При 𝑞 ≥ 2 доказательство проводится аналогично.

1.2 Достаточные условия существования единственного решения

системы интегро-дифференциальных уравнений

При построении математических моделей сложных природных и техниче-

ских процессов описывающие их системы уравнений могут включать в себя:

– обыкновенные дифференциальные уравнения (ОДУ);

– алгебраические уравнения;

– интегральные уравнения Вольтерра первого и второго рода.
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Как правило, эти уравнения взаимосвязаны по части переменных. Объеди-

няя их, получим систему ИДУ вида (1) с тождественно вырожденной матрицей

перед производной искомой вектор-функции. Напомим ее вид

𝐴(𝑡)𝑥′(𝑡) + 𝐹 (𝑡,𝑥(𝑡)) +

𝑡∫︁
0

𝐺(𝑡,𝑠,𝑥(𝑠))𝑑𝑠 = 𝑓(𝑡), 𝑡 ∈ [0,1].

Элементы матрицы 𝐴(𝑡) и вектор-функций 𝐹 (𝑡,𝑥), 𝐺(𝑡,𝑠,𝑥), 𝑓(𝑡) предпола-

гаются достаточно гладкими.

Под решением задачи (1), (2) будем понимать любую непрерывно-

дифференцируемую вектор-функцию 𝑥(𝑡), которая обращает (1) в тождество и

удовлетворяет начальному условию (2). Задача (1), (2) может иметь множество

решений, а может не иметь решения.

В монографии [55] проведено исследование задачи (1), (2) на предмет су-

ществования единственного решения. Эти исследования были проведены с ис-

пользованием свойств матричных пучков. В статье [17] сформулированы доста-

точные условия существования единственного решения задачи (1), (2) для ли-

нейного случая. Данный результат был получен на основе определенных свойств

матричных полиномов.

Перед формулировкой достаточных условий о существовании единствен-

ного решения задачи (1), (2) приведем ряд вспомогательных сведений.

Определение 1.2.1. [7] Матрица, обозначаемая как 𝐴−(𝑦), называется полуоб-

ратной к матрице 𝐴(𝑦), если она удовлетворяет уравнению

𝐴(𝑦)𝐴−(𝑦)𝐴(𝑦) = 𝐴(𝑦).

Обозначая 𝑉 (𝑦) = 𝐸 − 𝐴(𝑦)𝐴−(𝑦), получим

𝑉 (𝑦)𝐴(𝑦) ≡ 0. (1.2)
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Справедливо следующее утверждение.

Лемма 1.2.1. Если матричный полином 𝜆2𝐴(𝑦) + 𝜆𝐵(𝑦) + 𝐶(𝑦) имеет простую

структуру, то матричный пучок

𝜆[𝐴(𝑦) + 𝑉 (𝑦)𝐵(𝑦)] + [𝐵(𝑦) + 𝑉 (𝑦)𝐶(𝑦)]

удовлетворяет критерию «ранг-степень».

Доказательство. Отметим, что умножение слева и справа матричного пуч-

ка на невырожденные матрицы не меняет свойств этого пучка.

Матричный пучок 𝜆[𝐴(𝑦) + 𝑉 (𝑦)]𝐵(𝑦) + [𝐵(𝑦) + 𝑉 (𝑦)𝐶(𝑦)] перепишем в

виде

𝜆[𝐴(𝑦) + 𝑉 (𝑦)𝐵(𝑦)] + [𝐵(𝑦) + 𝑉 (𝑦)𝐶(𝑦)] =

= 𝑃−1(𝑦){𝑃 (𝑦)(𝜆[𝐴(𝑦) + 𝑉 (𝑦)𝐵(𝑦)] + [𝐵(𝑦) + 𝑉 (𝑦)𝐶(𝑦)]𝑄(𝑦)}𝑄−1(𝑦),

где 𝑃 (𝑦) и 𝑄(𝑦) – матрицы из леммы 1.1.4.

Достаточно просто показать, что матрица 𝑃 (𝑦)𝑉 (𝑦)𝑃−1(𝑦) имеет блочный

вид

𝑃 (𝑦)𝑉 (𝑦)𝑃−1(𝑦) =

⎛⎜⎜⎜⎝
0 𝑠1(𝑦) 𝑠2(𝑦)

0 𝐸𝑚 0

0 0 𝐸𝑛−𝑚−𝑙

⎞⎟⎟⎟⎠ .

С учетом этой формулы и блочного представления матриц

𝑃 (𝑦)𝐴(𝑦)𝑄(𝑦), 𝑃 (𝑦)𝐵(𝑦)𝑄(𝑦), 𝑃 (𝑦)𝐶(𝑦)𝑄(𝑦)

(см. лемму 1.1.4) пучок матриц

𝑃 (𝑦)(𝜆[𝐴(𝑦) + 𝑉 (𝑦)𝐵(𝑦)] + [𝐵(𝑦) + 𝑉 (𝑦)𝐶(𝑦)]𝑄(𝑦) =

= 𝜆{𝑃 (𝑦)𝐴(𝑦)𝑄(𝑦) + 𝑃 (𝑦)𝑉 (𝑦)𝑃−1(𝑦)(𝑃 (𝑦)𝐵(𝑦)𝑄(𝑦))}+
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+{𝑃 (𝑦)𝐵(𝑦)𝑄(𝑦) + 𝑃 (𝑦)𝑉 (𝑦)𝑃−1(𝑦)(𝑃 (𝑦)𝐶(𝑦)𝑄(𝑦))}

имеет вид

𝜆{𝑃 (𝑦)𝐴(𝑦)𝑄(𝑦) + 𝑃 (𝑦)𝑉 (𝑦)𝑃−1(𝑦)(𝑃 (𝑦)𝐵(𝑦)𝑄(𝑦))}+

+{𝑃 (𝑦)𝐵(𝑦)𝑄(𝑦) + 𝑃 (𝑦)𝑉 (𝑦)𝑃−1(𝑦)(𝑃 (𝑦)𝐶(𝑦)𝑄(𝑦))} =

= 𝜆

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
⎛⎜⎜⎜⎝
𝐸𝑙 0 0

0 0 0

0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎠+

⎛⎜⎜⎜⎝
0 𝑠1(𝑦) 𝑠2(𝑦)

0 𝐸𝑚 0

0 0 𝐸𝑛−𝑚−𝑙

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝
𝐽1(𝑦) 0 𝐽2(𝑦)

0 𝐸𝑚 0

0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎠
⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭+

+

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
⎛⎜⎜⎜⎝
𝐽1(𝑦) 0 𝐽2(𝑦)

0 𝐸𝑚 0

0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎠+

⎛⎜⎜⎜⎝
0 𝑠1(𝑦) 𝑠2(𝑦)

0 𝐸𝑚 0

0 0 𝐸𝑛−𝑚−𝑙

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝
𝐶1(𝑦) 𝐶2(𝑦) 0

𝐶3(𝑦) 𝐶4(𝑦) 0

0 0 𝐸𝑛−𝑚−𝑙

⎞⎟⎟⎟⎠
⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ =

= 𝜆

⎛⎜⎜⎜⎝
𝐸𝑙 𝑠1(𝑦) 0

0 𝐸𝑚 0

0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎠+

⎛⎜⎜⎜⎝
𝐽1(𝑦) + 𝑠1(𝑦)𝑐3(𝑦) 𝑠1(𝑦)𝑐4(𝑦) 𝐽2(𝑦)

𝑐3(𝑦) 𝐸𝑚 + 𝑐4(𝑦) 0

0 0 𝐸𝑛−𝑚−𝑙

⎞⎟⎟⎟⎠ .

Непосредственные вычисления показывают, что данный пучок удовлетво-

ряет критерию «ранг-степень».

Далее введем обозначения

𝐵(𝑡,𝑥) =
𝜕𝐹 (𝑡,𝑥)

𝜕𝑥
, 𝐹 ′ =

𝜕

𝜕𝑡
𝐹 (𝑡,𝑥), 𝐶(𝑡,𝑥) =

𝜕𝐺(𝑡,𝑡,𝑥)

𝜕𝑥
, 𝐺′ =

𝜕

𝜕𝑡
𝐺(𝑡,𝑠,𝑥).

В терминах матричных пучков в монографии [55] сформулированы доста-

точные условия существования единственного решения задачи (1), (2). Приведем

этот результат.

Теорема 1.2.1. [55] Пусть для задачи (1), (2) выполнены условия:

1) 𝐴(𝑡),𝐵(𝑡,𝑥) ∈ 𝐶𝑚(𝑇 ), 𝐺(𝑡,𝑠,𝑥) ∈ 𝐶𝑚(𝑇 × 𝑇 × 𝑈), 𝑚 ≥ 1, 𝑇 = [0,1];

2) rank𝐴(𝑡) = const = 𝑟 ∀𝑡 ∈ [0,𝛾], 𝛾 > 0;
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3) rank𝐴(0) = rank(𝐴(0)|𝑓(0) − 𝐹 (0,𝑥0));

4) det[𝜆𝐴(0) +𝐵(0,𝑥0)] = 𝑎0(0,𝑥0)𝜆
𝑟 + . . . , 𝑎0 ̸= 0.

Тогда существует отрезок [0,𝛾], на котором определено единственное решение

задачи (1), (2), где [0,𝛾] ⊂ 𝑇

Ниже мы приведем достаточные условия существования единственного ре-

шения задачи (1), (2) в терминах матричных многочленов. Данный результат яв-

ляется более общим, его можно применять и для систем (1) с матричным пучком

𝜆𝐴(𝑡) +𝐵(𝑡,𝑥), сингулярным для всех (𝑥,𝑡) из области определения.

Теорема 1.2.2. Пусть для задачи (1), (2) выполнены условия:

1) элементы матрицы 𝐴(𝑡) и вектор-функций 𝐹 (𝑡,𝑥), 𝐺(𝑡,𝑠,𝑥), 𝑓(𝑡) дважды

непрерывно-дифференцируемы в окрестности точки (0,𝑥0);

2) rank(𝐴(0) + 𝑉 𝐴′(0) + 𝑉 𝐵(0,𝑥0)) = rank(𝐴(0) + 𝑉 𝐴′(0) + 𝑉 𝐵(0,𝑥0)|𝑓(0)+

+𝑉 𝑓 ′(0) − 𝐹 (0,𝑥0) − 𝑉 𝐹 ′(0,𝑥0) − 𝑉 𝐺(0,0,𝑥0));

3) в окрестности точки (0,𝑥0)

rank𝐴(𝑡) = 𝑙 = const , rank(𝐴(𝑡)|𝐵(𝑡,𝑥)) = 𝑙 +𝑚 = const

и матричный полином 𝜆2𝐴(𝑡) + 𝜆𝐵(𝑡,𝑥) + 𝐶(𝑡,𝑥) имеет простую структуру;

4) матрица 𝑃 (𝑡,𝑥) в лемме 1.1.4 не зависит от 𝑥, т.е. 𝑃 (𝑡,𝑥) = 𝑃 (𝑡).

Тогда существует отрезок [0,𝛾], на котором определено единственное решение

задачи (1), (2).

Доказательство этого результата основано на том, что действуя на исход-

ную систему дифференциальным оператором 𝐸+𝑑/𝑑𝑡𝑉 (𝑡), где 𝑉 (𝑡) – матрица из

формулы (1.2), и, учитывая леммы 1.1.4, 1.1.5, мы попадаем в условия теоремы

1.2.1.

Прокомментируем условия теоремы.

Первое условие – стандартное условие, накладываемое на определенную

гладкость входных данных.
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Второе условие – это условие согласованности начальных данных и правой

части системы (1). Они вытекают из теоремы Кронекера – Капелли. Данные

условия являются необходимыми.

Третье условие означает, что в окрестности (0,𝑥0) отсутствуют сингуляр-

ные точки. Если это условие нарушено в отдельных точках, то через них может

проходить несколько решений. Если это условие нарушено во всей окрестности,

то о существовании решения мы ничего сказать не можем. Данное условие не

является необходимым.

Для иллюстрации приведем несколько примеров.

Рассмотрим систему

⎛⎝𝑎11(𝑡) 0

0 0

⎞⎠⎛⎝𝑢′
(𝑡)

𝑣
′
(𝑡)

⎞⎠+

⎛⎝𝑏11(𝑡,𝑢(𝑡))

0

⎞⎠+

+

∫︁ 𝑡

0

⎛⎝𝑘11(𝑡,𝑠) 𝑘12(𝑡,𝑠)

𝑘21(𝑡,𝑠) 𝑘22(𝑡,𝑠)

⎞⎠⎛⎝𝑢(𝑠)

𝑣(𝑠)

⎞⎠ 𝑑𝑠 =

⎛⎝𝑓1(𝑡)
𝑓2(𝑡)

⎞⎠ , 𝑡 ∈ [0,1].

Положим

𝑘11(𝑡,𝑠) = 𝑘22(𝑡,𝑠) ≡ 1, 𝑘21(𝑡,𝑠) = 𝑘12(𝑡,𝑠) ≡ 0,

𝑏1(𝑡,𝑢(𝑡)) ≡ 0, 𝑎11(𝑡) = −𝑡2/2.

Тогда однородная задача с нулевыми начальными данными имеет множество

решений вида 𝑢(𝑡) = 𝑐𝑡, 𝑣(𝑡) = 0, где 𝑐 – произвольное число. В этом случае в

точке 𝑡 = 0 нарушено третье условие теоремы.

Если положить

𝑘11(𝑡,𝑠) = 𝑘22(𝑡,𝑠) ≡ 0, 𝑘21(𝑡,𝑠) = 𝑘12(𝑡,𝑠) ≡ 1,

𝑏1(𝑡,𝑢(𝑡)) ≡ 0, 𝑎11(𝑡) ≡ 0, 𝑓1(𝑡) ≡ 0,
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то такая задача имеет единственное, не зависящее от начальных данных, реше-

ние

𝑢(𝑡) = 𝑓
′

2(𝑡), 𝑣(𝑡) = −(𝑎11(𝑡)𝑓
′

2(𝑡) + 𝑏1(𝑡,𝑓
′

2(𝑡)))
′
.

В этом случае матричный полином 𝜆2𝐴(𝑡) + 𝜆𝐵(𝑡,𝑥) + 𝐶(𝑡,𝑥) не удовле-

творяет третьему условию теоремы. В самом деле, степень многочлена

det(𝜆2𝐴(𝑡) + 𝜆𝐵(𝑡,𝑥) + 𝐶(𝑡,𝑥)) = −1

равна нулю при любых функциях 𝑏1(𝑡,𝑢(𝑡)) и 𝑎11(𝑡).
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2 Численные методы решения интегро-дифференциальных

уравнений с тождественно вырожденной матрицей перед старшей

производной

В этой главе предложены и обоснованы численные многошаговые мето-

ды для решения ИДУ с тождественно вырожденной матрицей перед старшей

производной, построены области устойчивости предлагаемых методов.

2.1 Многошаговые методы решения систем

интегро-дифференциальных уравнений

Вначале приведем численные методы решения интегро-

дифференциальных уравнений Вольтерра I рода, которые основаны на явных

квадратурных формулах Адамса (см., напр., [43;95])

Рассмотрим уравнение

𝑡∫︁
0

𝐾(𝑡,𝑠)𝑥(𝑠)𝑑𝑠 = 𝑓(𝑡), 𝑡 ∈ [0,1], 0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑡 (2.1)

с достаточно гладкими ядром 𝐾(𝑡,𝑠) и 𝑓(𝑡) с условиями

𝐾(𝑡,𝑡) ̸= 0 ∀𝑡 ∈ [0,1], 𝑓(0) = 0.

Зададим на отрезке [0,1] равномерную сетку 𝑡𝑖 = 𝑖ℎ, 𝑖 = 1,𝑁, ℎ = 1/𝑁 и

пусть известны значения 𝑦𝑖 = 𝑦(𝑡𝑖). Тогда

𝑡𝑖+1∫︁
0

𝑦(𝑠)𝑑𝑠 =

𝑡𝑘+1∫︁
0

𝑦(𝑠)𝑑𝑠+
𝑖∑︁

𝑗=𝑘+1

𝑡𝑗+1∫︁
𝑡𝑗

𝑦(𝑠)𝑑𝑠 ≈
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≈
𝑡𝑘+1∫︁
0

𝐿0
𝑘+1(𝑦0,𝑦1,...,𝑦𝑘,𝑠)𝑑𝑠+

𝑖∑︁
𝑗=𝑘+1

𝑡𝑗+1∫︁
𝑡𝑗

𝐿𝑗
𝑘+1(𝑦𝑗−𝑘,𝑦𝑗−𝑘+1,...,𝑦𝑗,𝑠)𝑑𝑠 =

= ℎ
𝑘∑︁

𝑙=0

𝛽𝑙𝑦𝑙 +
𝑖∑︁

𝑗=𝑘+1

ℎ
𝑘∑︁

𝑙=0

𝛾𝑙𝑦𝑗−𝑙 = ℎ
𝑖∑︁

𝑙=0

𝜔𝑖+1,𝑙𝑦𝑙, (2.2)

где 𝐿𝑖
𝑘+1(𝑦𝑖−𝑘,𝑦𝑖−𝑘+1,...,𝑦𝑖,𝑡) – интерполяционный полином степени 𝑘, проходя-

щий через точки (𝑦𝑖−𝑘,𝑡𝑖−𝑘),(𝑦𝑖−𝑘+1,𝑡𝑖−𝑘+1),...,(𝑦𝑖,𝑡𝑖). Выпишем коэффициенты 𝛾𝑙

(см., напр., [43]) в табл. 2.1:

Таблица 2.1

Коэффициенты 𝛾𝑙

𝑘 𝛾0 𝛾1 𝛾2 𝛾3 𝛾4 𝛾5 Общий
множи-
тель

1 1 - - - - - 1
2 3 -1 - - - - 1/2
3 23 -16 5 - - - 1/12
4 55 -59 37 -9 - - 1/24
5 1901 -2774 2616 -1274 251 - 1/720
6 4277 -7923 9982 -7298 -2877 -475 1/1440

Приведем коэффициенты 𝜔𝑖+1,𝑙 для 𝑘 = 0,3 (см., напр., [43;95])

𝜔𝑖+1,𝑙 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1

1 1

1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1 1

. . . . . . . . . . . . . . .

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, 𝜔𝑖+1,𝑙 =

1

2

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

4

3 3

3 2 3

3 2 2 3

3 2 2 2 3

. . . . . . . . . . . . . . .

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,
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𝜔𝑖+1,𝑙 =
1

12

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

9 0 27

9 5 11 23

9 5 16 7 23

9 5 16 12 7 23

9 5 16 12 12 7 23

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

𝜔𝑖+1,𝑙 =
1

24

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

64 −32 64

55 5 5 55

55 −4 42 −4 55

55 −4 33 33 −4 55

55 −4 33 24 24 −4 55

55 −4 33 24 24 33 −4 55

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Заметим, что при приближенном вычислении интегралов для нечетных 𝑘

коэффициент 𝜔𝑖+1,0 = 0, поэтому нам не потребуется начальное значение 𝑥0

(см., напр., [43;95] ) и в этих таблицах при нечетных 𝑘 первый нулевой столбец

опущен.

Отметим, что из самих формул приближенного вычисления интеграла (2.2)

следует рекуррентное соотношение⎧⎨⎩ 𝜔𝑖+1,𝑗 = 𝜔𝑖,𝑗, 𝑗 = 0,𝑖− 𝑘 − 1,

𝜔𝑖+1,𝑖−𝑘 = 𝜔𝑖,𝑖−𝑘 + 𝛾𝑘, 𝜔𝑖+1,𝑖−𝑘−1 = 𝜔𝑖,𝑖−𝑘−1 + 𝛾𝑘−1,..., 𝜔𝑖+1,𝑖 = 𝜔0.
(2.3)

Приближенные методы решения интегрального уравнения (2.1), основан-

ные на явных квадратурных формулах Адамса, имеют вид

ℎ
𝑖∑︁

𝑙=0

𝜔𝑖+1,𝑙𝐾𝑖+1,𝑙𝑥𝑙 = 𝑓𝑖+1, 𝑖 = 𝑘,𝑁 − 1, (2.4)
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где 𝐾𝑖+1,𝑙 = 𝐾(𝑡𝑖+1, 𝑡𝑙), 𝑓𝑖+1 = 𝑓(𝑡𝑖+1), 𝑥𝑙 ≈ 𝑥(𝑡𝑙), 𝑥(𝑡𝑙), ℎ = 1/𝑁 , 𝜔𝑖+1,𝑙 называют-

ся весами квадратурной формулы.

Предлагается, что начальные значения 𝑥0, 𝑥1, . . . 𝑥𝑘−1 заранее вычислены с

достаточной точностью.

В [61; 95] показано, что 𝑘-шаговые методы (2.4) сходятся к точному реше-

нию задачи (2.1) с порядком 𝑂(ℎ𝑘+1) только при 𝑘 ≤ 5, а при 𝑘 > 5 данные

методы являются неустойчивыми.

На протяжении многих десятилетий для определения устойчивости мето-

дов (2.4) служит тестовое уравнение с 𝐾(𝑡,𝑠) ≡ 1

𝑡∫︁
0

𝑥(𝑠)𝑑𝑠 = 𝑓(𝑡), 𝑡 ∈ [0,1], 𝑓(0) = 0. (2.5)

Если применить метод (2.4) к тестовому уравнению (2.5), получим

ℎ
𝑖∑︁

𝑙=0

𝜔𝑖+1,𝑙𝑥𝑙 = 𝑓𝑖+1. (2.6)

Вычтем из 𝑖-ой строки (2.6) (𝑖− 1)-ю строку, получим

ℎ

𝑘+1∑︁
𝑗=0

𝛾𝑗𝑥𝑖−𝑗 = 𝑓𝑖+1 − 𝑓𝑖. (2.7)

Характеристическое уравнение для (2.7) является полиномом степени 𝑘 + 1

𝑘+1∑︁
𝑗=0

𝛾𝑗𝑝
𝑘−𝑗 = 0, (2.8)

При 𝑘 ≤ 5 корни полинома (2.8) лежат в единичном круге, а при 𝑘 > 5 по

крайней мере один из корней по модулю больше единицы, и ‖𝑥𝑙‖ → ∞ при

ℎ → 0. В работах [61], [95] также показано, что численные методы решения
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задачи (2.1), основанные на ряде квадратурных формул высокого порядка, также

порождают неустойчивые процессы.

Рассмотрим начальную задачу для ИДУ с нелинейным ядром вида

𝐴(𝑡)𝑥
′
(𝑡) +𝐵(𝑡)𝑥(𝑡) +

𝑡∫︁
0

𝐾(𝑡,𝑠,𝑥(𝑠))𝑑𝑠 = 𝑓(𝑡), 𝑡 ∈ [0,1], det𝐴(𝑡) ≡ 0, (2.9)

с условием

𝑥(0) = 𝑥0,

где 𝐴(𝑡),𝐵(𝑡),𝐾(𝑡,𝑠) – вектор-функции, 𝑓(𝑡), 𝑥(𝑡) – 𝑛-мерные известная и иско-

мая вектор-функции. В [56] приведена библиография по этой тематике, сформу-

лированы достаточные условия существования единственного решения данных

задач и предложены 𝑘-шаговые методы решения. Эти методы являются полу-

явными (полунеявными) и основаны на формуле дифференцирования назад для

первых двух слагаемых и на явном методе Адамса для интегральной части (см.

формулу (2.4)). Предложенные алгоритмы имеют вид

𝐴𝑖+1

𝑘∑︁
𝑗=0

𝛼𝑗𝑥𝑖+1−𝑗 + ℎ𝐵𝑖+1𝑥𝑖+1 + ℎ2
𝑖∑︁

𝑗=0

𝜔𝑖+1,𝑙𝐾𝑖+1,𝑙𝑥𝑙 = ℎ𝑓𝑖+1, 𝑖 = 𝑘,𝑁, (2.10)

где 𝛼𝑖 – коэффициенты формулы дифференцирования назад, а 𝜔𝑖+1,𝑙 – веса квад-

ратурной формулы явного метода Адамса. Необходимыми условиями примене-

ния данного алгоритма является регулярность матричного пучка 𝜆𝐴(𝑡) + 𝐵(𝑡).

Данные алгоритмы будут неустойчивыми для ИУВ первого рода при 𝑘 ≥ 2.

Рассмотрим линейный случай системы (2.9)

𝐴(𝑡)𝑥
′
(𝑡) +𝐵(𝑡)𝑥(𝑡) +

𝑡∫︁
0

𝐾(𝑡,𝑠)𝑥(𝑠)𝑑𝑠 = 𝑓(𝑡), 𝑡 ∈ [0,1], det𝐴(𝑡) ≡ 0, (2.11)

с условием

𝑥(0) = 𝑥0, (2.12)
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где 𝐴(𝑡), 𝐵(𝑡), 𝐾(𝑡,𝑠) – (𝑛 × 𝑛)-матрицы, 𝑓(𝑡), 𝑥(𝑡) – 𝑛-мерные известная и

искомая вектор-функции.

Ниже мы приведем достаточные условия существования единственного до-

статочно гладкого решения задачи (2.11), (2.12) и обоснуем многошаговые мето-

ды ее численного решения.

Из определения полуобратной матрицы (см., напр., [7]) следует, что если

мы обозначим 𝑉 (𝑦) = 𝐸 − 𝐴(𝑦)𝐴−(𝑦), то получим

𝑉 (𝑦)𝐴(𝑦) ≡ 0.

Частный случай теоремы 1.2.2 для линейного случая.

Теорема 2.1.1. [17] Пусть для задачи (2.11), (2.12) выполнены условия:

1) 𝐴(𝑡),𝐵(𝑡),𝑓(𝑡) ∈ 𝐶𝑝+1
[0,1], 𝐾(𝑡,𝑠) ∈ 𝐶𝑝+1

Δ , ∆ = {𝑡,𝑠 : 0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑡 ≤ 1}, 𝑝 ≥ 2;

2) матричный полином 𝜆𝐴(𝑡) + 𝜇𝐵(𝑡) + 𝐶 имеет простую структуру;

3) rank Ω = rank(Ω|𝑏),

где Ω =

⎛⎝ 0 𝐴(0)

𝐴(0) 𝐴
′
(0) +𝐵(0)

⎞⎠, 𝑏 =

⎛⎝ 𝑓(0) −𝐵(0)𝑥0

𝑓(0) − (𝐵
′
(0) +𝐾(0,0)𝑥0)

⎞⎠ .

Тогда задача (2.11), (2.12) имеет на отрезке [0,1] единственное решение

𝑥(𝑡) из класса 𝐶𝑝
[0,1].

В статье [17] в теореме (2.1.1) условие 3 имело вид rank𝐴(0) =

= rank(𝐴(0)|𝑓(0) − 𝐵(0)), но его недостаточно для выделения единственного

решения и мы его модифицировали. Условие rank𝐴(0) = rank(𝐴(0)|𝑓(0)−𝐵(0))

достаточно, если матричный пучок 𝜆𝐴(𝑡) + 𝐵(𝑡) удовлетворяет условию «ранг-

степень».

Третье условие теоремы гарантирует разрешимость системы относитель-

но 𝑥
′
(𝑡)|𝑡=0. Второе условие теоремы необходимо для отсутствия сингулярных

точек, т.е. точек, в которых система не имеет решения или имеет множество ре-

шений на отрезке [0,1]. Третье условие является необходимым для того, чтобы
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система имела решение, а второе и третье условия гарантируют его единствен-

ность.

Лемма 2.1.1. [43] Пусть 𝑟-мерные векторы 𝜃𝑖 вычисляются по правилу

𝜃𝑖 = 𝐶𝜃𝑖−1 + ℎ
𝑖−1∑︁
𝑙=1

𝐷𝑖,𝑙𝜃𝑙 + 𝐹𝑖, 𝑖 = 2,𝑁, ℎ = 1/𝑁, (2.13)

где векторы 𝜃0, 𝜃1,...𝜃𝑘−1 заданы, ‖𝐷𝑖,𝑙‖ ≤ 𝐿1 < ∞, ‖𝐹𝑖‖ ≤ 𝐿2 < ∞, собствен-

ные значения матрицы 𝐶 удовлетворяют условию |𝜆𝑗| ≤ 1, и на границе еди-

ничного круга нет кратных собственных чисел.

Тогда справедлива оценка

‖𝜃𝑖‖ ≤ 𝐿3‖Ψ𝑖‖, 𝑖 = 2,3,...,𝑁, 𝐿3 <∞,

где ‖Ψ𝑖‖ = max{‖𝐹𝑖‖, ‖𝜃1‖}.

В данном разделе приведены и обоснованы многошаговые методы числен-

ного решения задачи (2.11), (2.12), которые удовлетворяют условиям теоремы

2.1.1.

Опишем многошаговые методы для решения задачи (2.11), (2.12). Зададим

на отрезке [0, 1] равномерную сетку 𝑡𝑖 = 𝑖ℎ, 𝑖 = 1,𝑁, ℎ = 1/𝑁. Обозначим

𝐴𝑖 = 𝐴(𝑡𝑖), 𝐾𝑖𝑗 = 𝐾(𝑡𝑖, 𝑡𝑗), 𝑓𝑖 = 𝑓(𝑡𝑖), 𝑥𝑖 = 𝑥(𝑡𝑖). Тогда общие многошаговые

методы имеют вид

𝐴𝑖+1

𝑘∑︁
𝑗=0

𝛼𝑗𝑥𝑖−𝑗+1 + ℎ𝐵𝑖+1

𝑘∑︁
𝑗=0

𝛽𝑗𝑥𝑖+1−𝑗 + ℎ2
𝑖+1∑︁
𝑙=0

𝜔𝑖+1𝑙𝐾𝑖+1𝑙𝑥𝑙 = ℎ𝑓𝑖+1. (2.14)

Предполагается, что при реализации данных алгоритмов стартовые значения

𝑥1,𝑥2,...,𝑥𝑘−1 вычислены заранее достаточно точно и 𝑥0 = 𝑥(0).

Формулы (2.14) могут быть:

1. явными при 𝛼0 ̸= 0, 𝛽0 = 0, 𝜔𝑖+1,𝑖+1 = 0;
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2. полуявными при 𝛼0 ̸= 0, 𝛽0 ̸= 0, 𝜔𝑖+1,𝑖+1 = 0 или 𝛼0 ̸= 0, 𝛽0 ̸=

0, 𝜔𝑖+1,𝑖+1 ̸= 0;

3. неявными при 𝛼0 ̸= 0, 𝛽 ̸= 0, 𝜔𝑖+1,𝑖+1 ̸= 0.

В силу вырожденности матрицы 𝐴(𝑡) явные методы для рассматривае-

мых задач применять нельзя. Полуявные методы также неприменимы для за-

дач (2.11), (2.12), удовлетворяющих условиям теоремы 1.1.4, в силу того, что

матрицы (𝛼0𝐴𝑖+1 +ℎ𝛽0𝐵𝑖+1) или (𝛼0𝐴𝑖+1 +ℎ2𝜔𝑖+1,𝑖+1𝐾𝑖+1,𝑖+1) могут быть вырож-

денными. Напомним (см. теорему 1.2.2 и лемму 1.2.1), что рассматриваемый

класс задач включает в себя и интегральные уравнения Вольтера первого рода

с ядром на диагонали не равным нулю. Для таких уравнений многие неявные

многошаговые методы порождают неустойчивый процесс [43;95].

Для численного решения рассматриваемых задач мы предлагаем модифи-

цированные методы, основанные на явных формулах Адамса, а именно, для

вычисления интегрального слагаемого в уравнении (2.11) будем использовать

𝑘 − 1-шаговый явный метод Адамса. Выражение 𝐴(𝑡)𝑥
′
(𝑡) + 𝐵(𝑡)𝑥(𝑡) в точке

𝑡 = 𝑡𝑖+1 будем находить по экстраполяционным формулам. Будем вычислять

𝑥𝑖+1 как значение интерполяционного полинома степени 𝑘 − 1, проходящего че-

рез точки (𝑥𝑖,𝑡𝑖), (𝑥𝑖−1,𝑡𝑖−1),...,(𝑥𝑖−𝑘+1,𝑡𝑖−𝑘+1) в точке 𝑡 = 𝑡𝑖+1, т.е.

𝑥𝑖+1 = 𝐿𝑘−1(𝑥𝑖,𝑥𝑖−1,...,𝑥𝑖−𝑘+1,𝑡𝑖+1) =
𝑘−1∑︁
𝑗=0

𝛽𝑗𝑥𝑖−𝑗.

Аналогично, 𝑥
′

𝑖+1 ≈ 𝑥
′
(𝑡)|𝑡=𝑡𝑖+1

– значение производной интерполяционного

полинома степени 𝑘, проходящего через точки (𝑥𝑖,𝑡𝑖),(𝑥𝑖−1,𝑡𝑖−1),...,(𝑥𝑖−𝑘,𝑡𝑖−𝑘) в

точке 𝑡 = 𝑡𝑖+1, т.е.

𝑥
′

𝑖+1 = 𝐿
′

𝑘(𝑥𝑖,𝑥𝑖−1,...,𝑥𝑖−𝑘,𝑡𝑖+1) =
1

ℎ

𝑘∑︁
𝑗=0

𝛼𝑗𝑥𝑖−𝑗.
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Таким образом, предложенные многошаговые методы имеют вид

𝐴𝑖+1

𝑘∑︁
𝑗=0

𝛼𝑗𝑥𝑖−𝑗 + ℎ𝐵𝑖+1

𝑘−1∑︁
𝑗=0

𝛽𝑗𝑥𝑖−𝑗 + ℎ2
𝑖∑︁

𝑙=0

𝜔𝑖+1,𝑙𝐾𝑖+1,𝑙𝑥𝑙 = ℎ𝑓𝑖+1. (2.15)

Коэффициенты 𝛽𝑗 при 𝑘 = 0,5 приведены в табл. 2.2:

Таблица 2.2

Коэффициенты 𝛽𝑗

𝑘 𝛽0 𝛽1 𝛽2 𝛽3 𝛽4 𝛽5
0 1 - - - - -
1 2 -1 - - - -
2 3 -3 1 - - -
3 4 -6 4 -1 - -
4 5 -10 10 -5 1 -
5 6 -15 20 -15 6 -1

Коэффициенты 𝛼𝑗 при 𝑘 = 1,6 приведены в табл. 2.3:

Таблица 2.3

Коэффициенты 𝛼𝑗

𝑘 𝛼0 𝛼1 𝛼2 𝛼3 𝛼4 𝛼5 𝛼6 Общий
множи-
тель

1 1 -1 - - - - - 1
2 5 -8 3 - - - - 1/2
3 26 -57 42 -11 - - - 1/6
4 127 -414 534 -322 75 - - 1/12
5 522 -1755 2540 -1980 810 -137 - 1/60
6 669 -2637 4745 -4920 3015 -1019 147 1/60

Непосредственные вычисления показывают, что корни характеристических

уравнений
𝑘∑︁

𝑗=0

𝛼𝑗𝑝
𝑗 = 0 (2.16)
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при 𝑘 ≤ 6 лежат в единичном круге, и на границе круга нет кратных корней, а

при 𝑘 ≥ 7 есть хотя бы один корень, по модулю больший единицы.

Аналогично для характеристических уравнений [19]

𝑘∑︁
𝑗=0

𝛽𝑗𝑝
𝑗 = 0 (2.17)

и для уравнений [43;95]
𝑘∑︁

𝑗=0

𝛾𝑗𝑝
𝑗 = 0 (2.18)

при 𝑘 ≤ 5 корни лежат в единичном круге, и на границе круга нет кратных

корней.

Теорема 2.1.2. Пусть для задачи (2.11), (2.12) выполнены условия теоремы 2.1.1.

Тогда справедлива оценка ‖𝑥𝑗 − 𝑥(𝑡𝑗)‖ = 𝑂(ℎ𝑘) ∀𝑗 = 𝑘,𝑁, где 𝑥𝑗 определены из

системы (2.15), ‖𝑥𝑙 − 𝑥(𝑡𝑙)‖ ≤ 𝐾ℎ𝑘, 𝐾 <∞, 𝑙 = 0,𝑘 − 1, при 𝑘 ≤ 5.

Доказательство. В силу леммы 1.1.2 и второго условия теоремы 2.1.1 суще-

ствует невырожденная матрица 𝑃 (𝑡) с элементами из 𝐶𝑘+1
[0,1] такая, что

𝑃𝑖+1𝐴𝑖+1 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝐴1

𝑖+1

0

0

⎞⎟⎟⎟⎠ , 𝑃𝑖+1𝐵𝑖+1 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝐵1

𝑖+1

𝐵2
𝑖+1

0

⎞⎟⎟⎟⎠

где rank(𝐴1
𝑖+1) = 𝑟 = const, rank

⎛⎝𝐴1
𝑖+1

𝐵2
𝑖+1

⎞⎠ = 𝑟 + 𝑙 = const и 𝑃𝑖+1 = 𝑃 (𝑡𝑖+1)

Рассмотрим численный метод (2.15). Умножая (2.15) на матрицу 𝑃𝑖+1, по-

лучим

⎛⎜⎜⎜⎝
𝐴1

𝑖+1

0

0

⎞⎟⎟⎟⎠
𝑘−1∑︁
𝑗=0

𝛼𝑗𝑥𝑖−𝑗 + ℎ

⎛⎜⎜⎜⎝
𝐵1

𝑖+1

𝐵2
𝑖+1

0

⎞⎟⎟⎟⎠
𝑘∑︁

𝑗=0

𝛽𝑗𝑥𝑖−𝑗+
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+ ℎ2
𝑖∑︁

𝑙=0

𝜔𝑖+1,𝑙

⎛⎜⎜⎜⎝
𝐾1

𝑖+1,𝑙

𝐾2
𝑖+1,𝑙

𝐾3
𝑖+1,𝑙

⎞⎟⎟⎟⎠𝑥𝑙 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑔1𝑖+1

𝑔2𝑖+1

𝑔3𝑖+1

⎞⎟⎟⎟⎠ , (2.19)

где 𝑃𝑖+1𝐴𝑖+1 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝐴1

𝑖+1

0

0

⎞⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝐴1 𝐴2 𝐴3

0 0 0

0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎠ , 𝑃𝑖+1𝐵𝑖+1 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝐵1

𝑖+1

𝐵2
𝑖+1

0

⎞⎟⎟⎟⎠ =

=

⎛⎜⎜⎜⎝
𝐵1 𝐵2 𝐵3

𝐵4 𝐵5 𝐵6

0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎠ , 𝑃𝑖+1𝐾𝑖+1,𝑙 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝐾1

𝑖+1,𝑙

𝐾2
𝑖+1,𝑙

𝐾3
𝑖+1,𝑙

⎞⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝐾1 𝐾2 𝐾3

𝐾4 𝐾5 𝐾6

𝐾7 𝐾8 𝐾9

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

𝑃𝑖+1𝑓𝑖+1 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑔1𝑖+1

𝑔2𝑖+1

𝑔3𝑖+1

⎞⎟⎟⎟⎠ .

Обозначим 𝜖𝑖 = 𝑥𝑖 − 𝑥(𝑡𝑖). Получим уравнения ошибки метода

𝐴1
𝑖+1

𝑘∑︁
𝑗=0

𝛼𝑗𝜖𝑖−𝑗 + ℎ𝐵1
𝑖+1

𝑘−1∑︁
𝑗=0

𝛽𝑗𝜖𝑖−𝑗 + ℎ2
𝑖∑︁

𝑙=0

𝜔𝑖+1,𝑙𝐾
1
𝑖+1,𝑙𝜖𝑙 = ℎ𝛿𝑖+1, (2.20)

𝐵2
𝑖+1

𝑘−1∑︁
𝑗=0

𝛽𝑗𝜖𝑖−𝑗 + ℎ
𝑖∑︁

𝑙=0

𝜔𝑖+1,𝑙𝐾
2
𝑖+1,𝑙𝜖𝑙 = 𝜙𝑖+1, (2.21)

ℎ
𝑖∑︁

𝑙=0

𝜔𝑖+1,𝑙𝐾
3
𝑖+1,𝑙𝜖𝑙 = 𝜌𝑖+1. (2.22)

Из [6] вытекает, что

‖𝛿𝑖+1‖ ≤ 𝐿1ℎ
𝑘, ‖𝜙𝑖+1‖ ≤ 𝐿2ℎ

𝑘, ‖𝜌𝑖+1‖ ≤ 𝐿3ℎ
𝑘, 𝐿1, 𝐿2, 𝐿3 = const <∞. (2.23)

Вычтем из (𝑖 + 1)-го уравнения (2.22) (𝑖)-ое уравнение. Умножим эту разность

на ℎ−1 и введем обозначение
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∆𝐾3
𝑖+1,𝑙 = 𝐾3

𝑖+1,𝑙 −𝐾3
𝑖,𝑙, ∆𝜌𝑖+1 = 𝜌𝑖+1 − 𝜌𝑖.

Эти равенства перепишем в виде

𝑘∑︁
𝑗=0

𝛾𝑗𝐾
3
𝑖+1,𝑖−𝑗𝜖𝑖−𝑗 +

𝑖∑︁
𝑙=0

𝜔𝑖+1,𝑙∆𝐾
3
𝑖+1,𝑙𝜖𝑙 = ℎ−1∆𝜌𝑖+1, 𝑖 = 𝑘,𝑁 − 1.

По первому условию теоремы (достаточная гладкость входных данных),

справедливо представление

∆𝐾2
𝑖+1,𝑙 = ℎ𝑀 2

𝑖+1,𝑙,
⃦⃦
𝑀 2

𝑖+1,𝑙

⃦⃦
≤𝑀 2 <∞, 𝑖 = 𝑘,𝑁 − 1, (2.24)

∆𝐾3
𝑖+1,𝑙 = ℎ𝑀 3

𝑖+1,𝑙,
⃦⃦
𝑀 3

𝑖+1,𝑙

⃦⃦
≤𝑀 3 <∞, 𝑖 = 𝑘,𝑁 − 1, (2.25)

где 𝑀 3,𝑀2 – положительные константы.

Используя стандартные оценки для приближенного вычисления опреде-

ленного интеграла [6] и учитывая первое условие теоремы, получим

⃦⃦
ℎ−1∆𝜌𝑖+1

⃦⃦
≤ 𝐿4ℎ

𝑘, 𝐿4 = const <∞, 𝑖 = 𝑘,𝑁. (2.26)

Объединим (2.20)-(2.22) в одну систему. Стандартным образом [53] перепишем

полученные соотношения в виде одношаговых методов. С учетом того, что кор-

ни характеристических полиномов (2.16)-(2.18) лежат в единичном круге и на

границе круга нет кратных корней при 𝑘 ≤ 5 и с учетом оценок (2.23)-(2.26) по

лемме 2.1.1 вытекает

‖𝑥𝑗 − 𝑥(𝑡𝑗)‖ = ‖𝜖𝑗‖ = 𝑂(ℎ𝑘), 𝑗 = 𝑘,𝑁
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Замечание 2.1.1. Как было отмечено выше, при нарушении второго условия

теоремы 2.1.1 в отдельных точках решение задачи (2.11), (2.12) может не су-

ществовать.

Если второе условие данной теоремы нарушено на всем отрезке, то в

общем случае методы (2.15) неприменимы.

Приведем пример [55]. Пусть

𝐴(𝑡) =

⎛⎝1 𝑡

0 0

⎞⎠ , 𝐵(𝑡) =

⎛⎝0 0

1 𝑡

⎞⎠ , 𝑥(𝑡) = (𝑢(𝑡), 𝑣(𝑡))⊤, 𝑓(𝑡) = (𝑔(𝑡), 𝑞(𝑡))⊤,

𝐾(𝑡, 𝜏) – тождественно нулевая матрица.

В этом случае мы имеем дифференциально-алгебраическое уравнение

⎛⎝1 𝑡

0 0

⎞⎠⎛⎝𝑢
𝑣

⎞⎠′

+

⎛⎝0 0

1 𝑡

⎞⎠⎛⎝𝑢
𝑣

⎞⎠ =

⎛⎝𝑔(𝑡)

𝑞(𝑡)

⎞⎠ . (2.27)

При достаточно гладких 𝑔(𝑡) и 𝑞(𝑡) этот пример имеет также достаточно гладкое

единственное решение ⎧⎨⎩ 𝑢 = 𝑞(𝑡) − 𝑡𝑣(𝑡),

𝑣 = 𝑞(𝑡)
′ − 𝑔(𝑡).

Если для численного решения данного примера применить предложенные алго-

ритмы, то на каждом шаге интегрирования получим СЛАУ.

⎛⎝ 𝛼0 𝛼0𝑡𝑖+1

ℎ𝛽0 ℎ𝛽0𝑡𝑖+1

⎞⎠⎛⎝𝑢𝑖
𝑣𝑖

⎞⎠ = ℎ

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑔𝑖+1 −

𝑘−1∑︀
𝑗=1

𝛽𝑗𝑢𝑖−𝑗

𝑞𝑖+1 −
𝑘−1∑︀
𝑗=1

𝛽𝑗𝑣𝑖−𝑗

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

которая либо не имеет решения, либо имеет множество решений.

У данного примера матричный полином 𝜆𝐴(𝑡) + 𝜇𝐵(𝑡) + 𝐾(𝑡, 𝑡) не имеет

простой структуры. В самом деле
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rank𝐴(𝑡) = 1 ∀𝑡,

rank(𝐴(𝑡)|𝐵(𝑡)) = rank

⎛⎝1 𝑡 0 0

0 0 1 𝑡

⎞⎠ = 2, однако

⎛⎝𝜆 𝜆𝑡

𝜇 𝜇𝑡

⎞⎠ ≡ 0.

2.2 Области устойчивости

Рассмотрим тестовую задачу

𝑥(𝑡)
′
+ 𝜆𝑥(𝑡) + 𝜇

𝑡∫︁
0

𝑥(𝜏)𝑑𝜏 = 𝑓(𝑡), 𝑡 ∈ [0,1], 𝑥(0) = 𝑥0. (2.28)

Подставляя в (2.28) значение 𝑡 = 0 и учитывая начальное условие, получим

𝑥
′
(0) = 𝑓(0) − 𝜆𝑥0. (2.29)

Общее решение однородного уравнения имеет вид 𝑥(𝑡) = 𝐶1𝑒
𝑞1𝑡 + 𝐶2𝑒

𝑞2𝑡,

где 𝑞1 и 𝑞2 являются корнями уравнения 𝑞2+𝜆𝑞+𝜇 = 0. В дальнейшем изложении

будем предполагать, что параметры 𝜆 и 𝜇 неотрицательны и хотя бы один из этих

параметров много больше нуля.

Если 𝜆≫ 0 и 𝒟 = 𝜆2 − 4𝜇 > 0, то 𝑞1,2 < 0;

если 𝜆 = 0 и 𝜇≫ 0, то 𝑞1,2 = ∓𝑖
√
−𝜇;

если 𝒟 = 𝜆2 − 4𝜇 < 0, то 𝑞1 и 𝑞2 – комплексно-сопряженные корни.

Общее решение либо монотонное и быстро убывающее, либо быстроос-

циллирующее, либо быстро убывающее и быстро осциллирующее.

Численное решение задачи (2.28) является достаточно важной проблемой с

точки зрения вычислительной математики: ряд дискретных методов будет устой-

чивым только при очень малых шагах дискретизации. Приведем конкретные

примеры.
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При 𝜆 ≫ 0 и 𝜇 = 0 будем иметь классическое дифференциальное уравне-

ние Далквиста [53;67]:

𝑥
′
(𝑡) = 𝜆𝑥(𝑡), 𝑡 ∈ [0,1], 𝑥(0) = 𝑥0. (2.30)

Несмотря на простоту, данное уравнение на протяжении многих десятиле-

титй служит тестовым для предсказания свойств методов решения более общих

систем дифференциальных уравнений, которые содержат как быстро, так и мед-

ленно меняющиеся компоненты (жесткие ОДУ).

Для численного решения жестких ОДУ явными методами требуется весь-

ма существенное ограничение на шаг интегрирования. Например, явная схема

Эйлера для задачи (2.30) дает

𝑥𝑖+1 = (1 − 𝜆ℎ)𝑥𝑖, 𝑡 ∈ [0,1], 𝑥0 = 𝑥(0). (2.31)

Отсюда легко заметить, что для устойчивости этого метода требуется ограниче-

ние на ℎ:

0 < ℎ <
1

𝜆
.

Неявный метод Эйлера, как правило, достаточно хорошо справляется с

жесткими задачами. Для задачи (2.30) будем иметь

𝑥𝑖+1 = 𝑥𝑖/(1 + 𝜆ℎ), (2.32)

т.е. этот алгоритм будет устойчивым при любом ℎ.

Ряд неявных методов, например, неявные методы Адамса, для задачи (2.30)

будет устойчивым также при весьма существенном ограничении на шаг интегри-

рования ( см., напр. [53]).

Если записать (2.30) в интегральном виде
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𝑥(𝑡) +

𝑡∫︁
0

𝜆𝑥(𝜏)𝑑𝜏 = 𝑥0, 𝑡 ∈ [0,1], (2.33)

и применить для этой задачи метод, основанный на квадратурной формуле пра-

вых прямоугольников – аналог неявного метода Эйлера для исходной задачи

(2.30), то получим рекуррентное соотношение (2.32).

Как уже отмечалось в первой главе, рассматриваемый класс задач включает

в себя и интегральные уравнения Вольтерра первого рода. Запишем задачу (2.30)

в виде интегрального уравнения первого рода

𝑡∫︁
0

(1 + (𝑡− 𝜏))𝑥(𝜏)𝑑𝜏 = 𝑥0𝑡, 𝑡 ∈ [0,1].

Применим для численного решения этого уравнения метод, основанный на

квадратурной формуле правых прямоугольников. Опуская несложные выкладки,

получим

𝑥𝑖+1 = (1 − 𝜆ℎ)𝑥𝑖, 𝑡 ∈ [0,1], 𝑥0 = 𝑥(0),

т.е. ту же рекуррентную формулу, что и соотношение (2.31) (явный метод Эйлера

для задачи (2.30)).

Если 𝜆 = 0 и 𝜇 ≫ 0, то решением данной задачи является быстроос-

циллирующая функция 𝑥(𝑡) = 𝐶1 sin 𝑞𝑡 + 𝐶2 cos 𝑞𝑡, где 𝑞 =
√
𝜇, 𝐶1 = 𝑥0/

√
𝜇,

𝐶2 = 𝑥0. Такие задачи также на протяжении длительного времени служат

тестовыми для предсказания свойств методов решения более общих интегро-

дифференциальных уравнений вида

𝑥
′
(𝑡) +

𝑡∫︁
0

𝐾(𝑡, 𝜏, 𝑥(𝜏))𝑑𝜏 = 𝑓(𝑡), 𝑥(0) = 𝑥0, 𝑡 ∈ [0,1],

где 𝐾(𝑡, 𝜏, 𝑥(𝜏)) – 𝑛-мерная вектор функция (ядро), 𝑥(𝑡), 𝑓(𝑡) – 𝑛-мерные иско-

мая и заданная вектор-функции, и систем дифференциальных уравнений второго
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порядка (начальная задача)

𝑥
′′

= 𝑓(𝑥(𝑡),𝑡), 𝑡 ∈ [0,1],

которые содержат быстроосциллирующие компоненты. Для таких задач строят

специальные алгоритмы. Библиографию можно найти в монографиях [61;64].

Статей, посвященных построению эффективных алгоритмов высокого по-

рядка для численного решения начальной задачи для более общей системы диф-

ференциальных уравнений второго порядка

𝑥
′′

= 𝑔(𝑥
′
(𝑡),𝑥(𝑡),𝑡), 𝑡 ∈ [0,1]

и систем вида

𝑥
′
(𝑡) + 𝐹 (𝑡,𝑥(𝑡)) +

𝑡∫︁
0

𝐺(𝑡, 𝜏, 𝑥(𝜏))𝑑𝜏 = 𝑓(𝑡), 𝑥(0) = 𝑥0, 𝑡 ∈ [0,1],

(задача (1) с матрицей 𝐴(𝑡) ≡ 𝐸), которые содержат как быстро, так и медленно

меняющиеся осциллирующие компоненты, не так много. Некоторая библиогра-

фия приведена в монографиях [61; 64]. Таким образом, разработка новых, эф-

фективных алгоритмов и построение их областей устойчивости для таких задач

является достаточно актуальной темой.

Классические 𝑘-шаговые методы, примененные к уравнениям (2.28), име-

ют вид

𝑘∑︁
𝑗=0

𝛼𝑗𝑥𝑖−𝑗 + ℎ𝜆
𝑘−1∑︁
𝑗=0

𝛽𝑗𝑥𝑖−𝑗 + ℎ2𝜇
𝑖∑︁

𝑙=0

𝜔𝑖+1,𝑙𝑥𝑙 = ℎ𝑓𝑖+1. (2.34)

Обозначим 𝑧1 = 𝜆ℎ и 𝑧2 = 𝜇ℎ2. Полагая 𝑓(𝑡) = 0 и вычитая из 𝑖-й строки (2.34)

(𝑖− 1)-ю строку, получим характеристическое уравнение вида
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𝑘+1∑︁
𝑗=0

(𝛼𝑗 + 𝛽𝑗𝑧1 + 𝛾𝑗𝑧2)𝑝
𝑘−𝑗 = 0. (2.35)

Говорят (см., напр., [52] ), что разностные схемы (2.34) устойчивы, ес-

ли корни полинома
𝑘+1∑︀
𝑗=0

(𝛼𝑗 + 𝛽𝑗𝑧1 + 𝛾𝑗𝑧2)𝑝
𝑘−𝑗 лежат на (или внутри) единичной

окружности и кратность корней на единичной окружности не превосходит двух.

Те значения 𝑧1, 𝑧2, при которых корни характеристического уравнения (2.35) ле-

жат в единичном круге, и на границе нет кратных корней (кратность корней не

превосходит двух), принято называть областью устойчивости разностной схемы

(2.34).

Таким образом, для метода (2.34) получаем характеристические полиномы:

при 𝑘 = 1

𝐶[𝑝] : (1 + 𝑧1 + 𝑧2)𝑝
2 − (2 + 𝑧1)𝑝+ 1 = 0;

при 𝑘 = 2

𝐶[𝑝] : (52 + 2𝑧1 + 3
2𝑧2)𝑝

3 − (132 + 3𝑧1 + 1
2𝑧2)𝑝

2 + (112 + 𝑧1)𝑝− 3
2 = 0;

при 𝑘 = 3

𝐶[𝑝] : (266 + 3𝑧1 + 23
12𝑧2)𝑝

4 − (836 + 6𝑧1 + 4
3𝑧2)𝑝

3 + (992 + 4𝑧1 + 5
12𝑧2)𝑝

2 −

−(536 + 𝑧1)𝑝+ 11
6 = 0;

при 𝑘 = 4

𝐶[𝑝] : (12712 + 4𝑧1 + 55
24𝑧2)𝑝

5 − (54112 + 10𝑧1 + 59
24𝑧2)𝑝

4 + (94812 + 10𝑧1 + 37
24𝑧2)𝑝

3 −

−(85612 + 5𝑧1 + 9
24)𝑝2 + (39712 + 𝑧1)𝑝− 75

12 = 0.

Мы будем строить области устойчивости многошаговых методов (2.15) для

тестовых уравнений (2.28). Как отмечалось выше, необходимо найти те значе-

ния 𝑧1 и 𝑧2, при которых корни характеристического уравнения 𝐶[𝑝] лежат в

единичном круге, и на границе нет кратных корней (кратность не превосходит

двух). Для этого отобразим единичный круг в левую полуплоскость с помощью

дробно-линейной подстановки 𝑝 = 1+𝑡
1−𝑡 . Получим полином 𝐶[𝑡]. Если веществен-

ная часть всех корней данного полинома строго больше нуля, то это условие

будет означать наличие корня |𝑝𝑖| < 1 у полинома 𝐶[𝑝].
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После подстановки получим уравнения 𝐶[𝑡].

при 𝑘 = 1

𝐶[𝑡] : (4 + 2𝑧1 + 𝑧2)𝑡
2 + (2𝑧1 + 2𝑧2)𝑡+ 𝑧2 = 0;

при 𝑘 = 2

𝐶[𝑡] : (16 + 6𝑧1 + 2𝑧2)𝑡
3 − (4 + 8𝑧1 + 5𝑧2)𝑡

2 + (2𝑧1 + 4𝑧2)𝑡− 𝑧2 = 0;

при 𝑘 = 3

𝐶[𝑡] : (1363 + 14𝑧1 + 11
3 𝑧2)𝑡

4 + (20 + 22𝑧1 + 31
3 𝑧2)𝑡

3 + (4 + 10𝑧1 + 32
3 𝑧2)𝑡

2 + (2𝑧1 +

5𝑧2)𝑡+ 𝑧2 = 0;

при 𝑘 = 4

𝐶[𝑡] : (7363 + 30𝑧1 + 20
3 𝑧2)𝑡

5 + (1963 + 52𝑧1 + 20𝑧2)𝑡
4 + (24 + 32𝑧1 + 24𝑧2)𝑡

3 +

+(4 + 12𝑧1 + 47
3 )𝑡2 + (2𝑧1 + 6𝑧2)𝑡+ 𝑧2 = 0.

Далее, применяя критерий Рауса-Гурвица [52], получаем неравенства, яв-

ляющиеся границами области устойчивости для уравнений (2.28).
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При 𝑘 = 1 ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
4 + 2𝑧1 + 𝑧2 > 0,

2𝑧1 + 2𝑧2 > 0,

1 > 0.

Рис. 2.1. Область устойчивости метода (2.15) при 𝑘 = 1 закрашена черным

цветом
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При 𝑘 = 2 ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

16 + 6𝑧1 + 2𝑧2 > 0,

4 + 8𝑧1 + 5𝑧2 > 0,

2𝑧1 + 4𝑧2 > 0,

𝑧2 > 0,

8𝑧1 + 16𝑧21 + 36𝑧1𝑧2 + 18𝑧21 > 0.

Рис. 2.2. Область устойчивости метода (2.15) при 𝑘 = 2 закрашена черным

цветом
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При 𝑘 = 3⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

16
3 + 14𝑧1 + 11

3 𝑧2 > 0,

20 + 22𝑧1 + 31
3 𝑧2 > 0,

80 + 592
3 𝑧1 + 28𝑧2 + 192𝑧21 + 782

3 𝑧1𝑧2 + 827
9 𝑧

2
2 > 0,

160𝑧1 + 1184
3 𝑧21 + 488

3 𝑧1𝑧2 −
820
3 𝑧

2
2 + 384𝑧31 + 2992

3 𝑧21𝑧2 + 9292
9 𝑧1𝑧

2
2 + 1058

3 𝑧32 > 0.

Рис. 2.3. Область устойчивости метода (2.15) при 𝑘 = 3 закрашена черным

цветом
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При 𝑘 = 4⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

736
3 + 30𝑧1 + 20

3 𝑧2 > 0,

196
3 + 52𝑧1 + 20𝑧2 > 0,

1760
3 + 824

3 𝑧1 −
16400
9 𝑧2 + 1304𝑧21 + 1338𝑧1𝑧2 + 3380

9 𝑧22 > 0,

−𝑀1 > 0,

где 𝑀1 = −3584
9 𝑧1− 391400

9 𝑧1𝑧2+ 52984
3 𝑧21𝑧2+ 39406

3 𝑧1𝑧
2
2+ 97660

27 𝑧32− 1009360
27 𝑧22−−15232

3 𝑧21−

7680𝑧2 + 10240𝑧31 + 7040
3 .

Рис. 2.4. Область устойчивости метода (2.15) при 𝑘 = 4 закрашена черным

цветом
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2.3 Численные эксперименты

Пример 2.3.1. Рассмотрим задачу

𝐴(𝑡)𝑥′(𝑡) +𝐵(𝑡)𝑥(𝑡) +

𝑡∫︁
0

𝐾(𝑡,𝑠)𝑥(𝑠)𝑑𝑠 = 𝑓(𝑡), 𝑡 ∈ [0,1],

с входными данными 𝐴(𝑡) =

⎛⎜⎜⎜⎝
1 2𝑡 𝑡2

𝑒𝑡 2𝑡𝑒𝑡 𝑒𝑡𝑡2

𝑒2𝑡 2𝑒2𝑡 𝑒2𝑡𝑡2

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

𝐵(𝑡) =

⎛⎜⎜⎜⎝
1 2𝑡+ 2 𝑡2 + 1 + 2𝑡

𝑒𝑡 2𝑡𝑒𝑡 + 1 + 2𝑒𝑡 𝑒𝑡𝑡2 + 3𝑡+ 𝑒𝑡 + 2𝑡𝑒𝑡

𝑒2𝑡 2𝑒2𝑡𝑡+ 𝑒𝑡 + 2𝑒2𝑡 𝑒2𝑡𝑡2 + 3𝑡𝑒𝑡 + 𝑒2𝑡 + 2𝑒2𝑡𝑡

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

𝐾(𝑡,𝑠) =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑒𝑡+2𝑠 2𝑒𝑡+2𝑠𝑡 𝑒𝑡+2𝑠𝑡2

𝑒2𝑡+2𝑠 2𝑒2𝑡+2𝑠𝑡+ 𝑒𝑡−𝑠 𝑒2𝑡+2𝑠𝑡2 + 3𝑒𝑡−𝑠𝑡

𝑒3𝑡+2𝑠 2𝑒3𝑡+2𝑠𝑡+ 𝑒𝑡𝑒𝑡−𝑠 𝑒3𝑡+2𝑠𝑡2 + 3𝑒2𝑡−𝑠𝑡+ 𝑒𝑡+𝑠

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

𝑓(𝑡) =

⎛⎜⎜⎜⎝
−𝑒−2𝑡 + 𝑒−𝑡 + 𝑡𝑒𝑡

𝑒𝑡(−𝑒−2𝑡 + 𝑒−𝑡 + 𝑡𝑒𝑡) + (1 + 𝑡)𝑒𝑡

𝑒2𝑡(−𝑒−2𝑡 + 𝑒−𝑡 + 𝑡𝑒𝑡) + (1 + 𝑡)(𝑒𝑡)2 + 𝑡𝑒𝑡

⎞⎟⎟⎟⎠ .

Начальное условие: 𝑥(0) = (1,1,1).

Данная задача удовлетворяет всем условиям теоремы 2.1.2, следователь-

но, ее решение существует и единственно. Точное решение 𝑥(𝑡) = (𝑢,𝑣,𝑤)⊤ =

(𝑒−2𝑡,𝑒𝑡,𝑒−𝑡)⊤.

Приведем таблицы погрешности численных расчетов данной задачи при

различных значениях 𝑘 (см. таблицы 2.4 - 2.6).
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Таблица 2.4

Погрешность решения примера 2.3.1 методом (2.15) при 𝑘 = 1

ℎ 𝐸𝑟𝑟𝑢 𝐸𝑟𝑟𝑣 𝐸𝑟𝑟𝑤
1/40 6.40 * 10−2 4.40 * 10−2 −
1/80 3.36 * 10−2 2.22 * 10−2 −
1/160 1.71 * 10−2 1.11 * 10−2 −
1/320 8.69 * 10−3 5.59 * 10−3 −
1/640 4.37 * 10−3 2.80 * 10−3 −

Здесь и в следующих таблицах приняты обозначения 𝐸𝑟𝑟𝑢 =

max
1≤𝑖≤𝑁

|𝑢(𝑡𝑖) − 𝑢𝑖| , 𝐸𝑟𝑟𝑣 = max
1≤𝑖≤𝑁

|𝑣(𝑡𝑖) − 𝑣𝑖| , 𝐸𝑟𝑟𝑤 = max
1≤𝑖≤𝑁

|𝑤(𝑡𝑖) − 𝑤𝑖|, знак «–»

означает, что погрешность меньше 10−10.

Таблица 2.5

Погрешность решения примера 2.3.1 методом (2.15) при 𝑘 = 2

ℎ 𝐸𝑟𝑟𝑢 𝐸𝑟𝑟𝑣 𝐸𝑟𝑟𝑤
1/40 2.90 * 10−3 1.58 * 10−4 −
1/80 6.53 * 10−4 6.58 * 10−5 −
1/160 1.54 * 10−4 1.97 * 10−5 −
1/320 3.74 * 10−5 5.32 * 10−6 −
1/640 9.22 * 10−6 1.38 * 10−6 −

Таблица 2.6

Погрешность решения примера 2.3.1 методом (2.15) при 𝑘 = 3

ℎ 𝐸𝑟𝑟𝑢 𝐸𝑟𝑟𝑣 𝐸𝑟𝑟𝑤
1/5 0.0033025193 0.002007195 −
1/10 0.0005937026 0.000110886 −
1/20 0.0000526427 0.000006693 −
1/40 0.0000051857 4.07 * 10−7 −
1/80 5.638 * 10−7 3.3 * 10−8 −

Пример 2.3.2.⎛⎜⎜⎜⎝
1 0 0

0 0 0

0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎠𝑥
′
(𝑡)+

⎛⎜⎜⎜⎝
1 0 1

0 1 0

0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎠𝑥(𝑡)+

𝑡∫︁
0

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑒𝑡+2𝑠 0 0

0 𝑒𝑡−𝑠 0

0 0 𝑒𝑡+𝑠

⎞⎟⎟⎟⎠𝑥(𝑠)𝑑𝑠 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑒−2𝑡 + 𝑡𝑒𝑡

(1 + 𝑡)𝑒𝑡

𝑡𝑒𝑡

⎞⎟⎟⎟⎠ ,
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𝑥(𝑡) =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑒−2𝑡

𝑒𝑡

𝑒−𝑡

⎞⎟⎟⎟⎠ , 𝑡 ∈ [0,1], 𝑥(0) =

⎛⎜⎜⎜⎝
1

1

1

⎞⎟⎟⎟⎠ .

Для решения использовался метод (2.15) при 𝑘 = 1,2. Результаты приведе-

ны в таблицах 2.7 - 2.8.

Таблица 2.7

Погрешность решения примера 2.3.2 методом (2.15) при 𝑘 = 1

ℎ 𝐸𝑟𝑟𝑢 𝐸𝑟𝑟𝑣 𝐸𝑟𝑟𝑤
1/5 0.0185035762 0.009599380 −
1/10 0.0036902376 0.001099836 −
1/20 0.001134523 0.000130718 −
1/40 0.0002288721 0.000015973 −
1/80 0.0000812719 0.000001972 −

Таблица 2.8

Погрешность решения примера 2.3.2 методом (2.15) при 𝑘 = 2

ℎ 𝐸𝑟𝑟𝑢 𝐸𝑟𝑟𝑣 𝐸𝑟𝑟𝑤
1/5 0.293459171 0.063660260 0.139082789
1/10 0.048718782 0.005067963 0.013222443
1/20 0.005841865 0.000366552 0.001035629
1/40 0.000670248 0.000024658 0.000072558
1/80 0.000078321 0.000001618 0.000004795

Пример 2.3.3.⎛⎜⎜⎜⎝
1 0 0

0 0 0

0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎠𝑥
′
(𝑡) +

⎛⎜⎜⎜⎝
1 0 1

0 1 0

0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎠𝑥(𝑡) +

𝑡∫︁
0

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑒𝑡+2𝑠 0 0

0 𝑒𝑡−𝑠 0

0 0 𝑒𝑡+ 𝑠

⎞⎟⎟⎟⎠𝑥(𝑠)𝑑𝑠 =
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=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
2
5𝑒

3.5𝑡 + 𝑒2𝑡 − 2
5𝑒

𝑡 + 1.5𝑒0.5𝑡

3𝑒1.5𝑡 − 2𝑒𝑡

1
3𝑒

4𝑡 − 1
3𝑒

𝑡

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

𝑥(𝑡) =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑒0.5𝑡

𝑒1.5𝑡

𝑒2𝑡

⎞⎟⎟⎟⎠ , 𝑡 ∈ [0,1], 𝑥(0) =

⎛⎜⎜⎜⎝
1

1

1

⎞⎟⎟⎟⎠ .

Для решения использовался метод (2.15) при 𝑘 = 1,2,3. Результаты приве-

дены в таблицах 2.9 - 2.11.

Таблица 2.9

Погрешность решения примера 2.3.3 методом (2.15) при 𝑘 = 1

ℎ 𝐸𝑟𝑟𝑢 𝐸𝑟𝑟𝑣 𝐸𝑟𝑟𝑤
1/5 0.350979786 0.17066 0.87126
1/10 0.117417 0.04681 0.23947
1/20 0.043659 0.01221 0.06388
1/40 0.0181189 0.00308 0.01642
1/80 0.00815310 0.00075 0.00548

Таблица 2.10

Погрешность решения примера 2.3.3 методом (2.15) при 𝑘 = 2

ℎ 𝐸𝑟𝑟𝑢 𝐸𝑟𝑟𝑣 𝐸𝑟𝑟𝑤
1/5 0.110064372 0.050089460 0.338058321
1/10 0.021833339 0.006728896 0.054989418
1/20 0.004022857 0.000877036 0.007985072
1/40 0.000754320 0.000112471 0.001079326
1/80 0.000151738 0.000014250 0.000140387
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Таблица 2.11

Погрешность решения примера 2.3.3 методом (2.15) при 𝑘 = 3

ℎ 𝐸𝑟𝑟𝑢 𝐸𝑟𝑟𝑣 𝐸𝑟𝑟𝑤
1/5 0.026961871 0.014196103 0.139082789
1/10 0.003708028 0.000961971 0.013222443
1/20 0.000350761 0.000064418 0.001035629
1/40 0.000030562 0.000004146 0.000072558
1/80 0.000002746 2.64 * 10−7 0.000004795

Таким образом, предложенные методы хорошо справляются с решением

ИДУ и видно, что результаты вычислений согласуются с теоретическими вы-

кладками.
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3 Численное решение сингулярных нелинейных

интегро-дифференциальных уравнений при моделировании в

пограничных средах «жидкость-газ»

В этой главе мы рассматриваем частный случай ИДУ (1), когда коэффи-

циент перед производной 𝐴(𝑡) является функцией, а также строим численный

метод решения, который дает возможность избавиться от сингулярности.

3.1 Интегро-дифференциальные уравнения с сингулярными

точками

Рассмотрим уравнение вида

𝑎(𝑡)𝑥′(𝑡) + 𝑏(𝑡)𝑥(𝑡) +

𝑡∫︁
0

𝐾(𝑡,𝑠)𝑥(𝑠)𝑑𝑠 = 𝑓(𝑡), 𝑡 ∈ [0,1], (3.1)

с начальными условиями

𝑥(0) = 𝑥0,

где 𝑎(𝑡), 𝑏(𝑡), 𝐾(𝑡,𝑠) – функции коэффициентов, 𝑓(𝑡), 𝑥(𝑡) – известная и искомая

функции.

Предлагается, что 𝑎(𝑡𝑗) = 0, 𝑗 = 1,𝑁, 𝑡𝑗 ∈ [0,1].

Для функции 𝑎(𝑡) точка 𝑡𝑗 называется особой, если в этой точке решение

уравнения (3.1) стремится к бесконечности или имеет какие-либо иные нерегу-

лярности поведения.
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Рассмотрим простые уравнения

𝑡𝑥
′
+ 𝑥 = 0, 𝑡 ∈ [0,𝑎], (3.2)

и

𝑡𝑥
′ − 𝑥 = 0, 𝑡 ∈ [0,𝑎], (3.3)

с начальным условием

𝑥(0) = 0. (3.4)

Уравнение (3.2) можно записать в виде

(𝑡𝑥)′ = 0.

Интегрируя этот выражение, получаем

𝑡𝑥 = 𝑐,

𝑥 =
𝑐

𝑡
.

Если 𝑐 ̸= 0, то уравнение (3.2) с условием (3.4) не имеет классического

решения. Для уравнения (3.3) решение 𝑥 = 𝑐𝑡, где 𝑐 – любое число. Таким

образом, задача (3.3), (3.4) имеет множество решений.

3.2 Задача о p-лапласиане

В этом параграфе будем рассматривать краевую задачу для нелинейно-

го дифференциального уравнения второго порядка, заданного на полубеско-

нечном интервале, с особенностью в нуле. Она возникает в различных обла-

стях, например, при моделировании сложных сред, уравнения состояний кото-
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рых зависят от производных типа жидкости Ван-Дер-Ваальса и также в дру-

гих задачах, например, в классических моделях элементарных частиц и кос-

мологии. Задача описывает статические центрально-симметричные решения

(типа пузырьков и капелек) для исходных уравнений с частными производ-

ными [92]. Математические модели перехода фаз были темой аналитических

и вычислительных исследований в течение длительного времени (см., напр.,

[68;73;75;78;84;85;92;93;96;100;101] и приведенную там библиографию). Осо-

бое внимание было уделено изучению поверхности между разными видами сред,

например, пузыри газа в жидкости или капли жидкости в газе.

При изучении процессов в гидродинамике и в нелинейной теории полей

ученые столкнулись с задачей поиска решения краевой задачи для сингулярно-

го дифференциального уравнения второго порядка, в частности, исследования

формирования микроскопических пузырьков в неоднородной жидкости. В ря-

де работ P.M. Lima [84; 92; 93; 96], E. Weinmuller [84], G. Hastermann [84], Н.В.

Конюховой [92; 96], Г.Ю. Куликова [93], М.В. Соловьева [92] и других были

предложены методы для решения нелинейного дифференциального уравнения

вида

𝑟1−𝑝(𝑟𝑝−1𝜌
′
(𝑟))

′
= 𝑓(𝜌(𝑟)), 𝑟 > 0, (3.5)

где 𝑝 – размерность пространства, в котором задача рассматривается, 𝑓 – из-

вестная функция, которая зависит от характеристики исследуемых жидкостей, 𝜌

– искомая функция. В работах [92–94] предложены метод коллокации и метод

стрельбы для решения (3.5). Данные методы имеют недостатки. Они являются

трудоемкими и не позволяют уйти от сингулярности.

В статьях [92;93;96] получены необходимые и достаточные условия суще-

ствования решения типа пузырей (или типа капли). Там же обсуждались резуль-

таты расчетов и их физические смыслы.
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Рис. 3.1. Пузырь в жидкости с нечеткой границей и график решений уравнения

плотности

Рис. 3.2. Пузырь в жидкости с четкой границей и график решений уравнения

плотности

В диссертации рассматриваются пузыри в жидкости типа Ван-Дер-

Ваальса. Жидкость Ван-Дер-Ваальса – это модель, единообразно описывающая

газообразную и жидкую фазы вещества. На основе данной модели Ван-Дер-

Ваальс вывел уравнение состояния, которое показывает, что при критической

температуре исчезают различия в физических свойствах жидкости и ее пара, ис-

чезает видимая граница между ними. Данный эффект проиллюстрирован на рис.

3.1, а на рис. 3.2 для сравнения приведен рисунок пузыря с четкой границей.
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Согласно [84] в теории Cahn-Hillard для смеси жидкостей [68] в формулу

свободной энергии добавлено дополнительное слагаемое с участием градиента

плотности ∇(𝜌). Указанная теория предполагает, что объем свободной энергии

жидкости 𝐸 является суммой 𝐸(𝜌) и элемента, который учитывает неоднород-

ность жидкости, т.е.

𝐸(𝜌,∇(𝜌)) = 𝐸0(𝜌) +
𝛾

2
(∇(𝜌))2, (3.6)

где 𝜌 – массовая плотность неоднородной жидкости, 𝐸0(𝜌) – потенциал с дву-

мя локальными минимумами, источники которого определяют фазы. Потенциал

𝐸0(𝜌) вызывает межповерхностный слой, внутри которого плотность 𝜌 имеет

различные значения [80]. Вследствие формы 𝐸(𝜌) жидкости имеют тенденцию

разделяться на две фазы с плотностями 𝜌 = 𝜌𝑙 (жидкость) и 𝜌 = 𝜌𝑣 (газ). Кроме

того, член 𝛾
2(∇(𝜌))2 ведет к снижению изменения поля 𝜌 , переключив поверх-

ность в тонкий слой, и придает ей энергию – поверхностное натяжение [79]. В

теории смешанных жидкостей в отличие от процессов, которые изучают другие

разделы физики, это значение может быть положительным или отрицательным

(обычно это значение положительно в одной фазе и отрицательной в другой).

В работе [73] было описано уравнение плотности контура микроскопиче-

ских пузырьков, формирующихся в неоднородной жидкости (в частности, пара

внутри одной жидкости). Напомним, как это уравнение получается. Состояние

неоднородной жидкости (см., напр., [73] и [77] и приведенную там библиогра-

фию) описывается следующей системой дифференциальных уравнений:

𝜌𝑡 + div(𝜌𝑣) = 0, (3.7)

𝑑𝑣

𝑑𝑡
+ ∇(𝜇(𝜌) − 𝛾△𝜌) = 0, (3.8)

где 𝜌, 𝑣 – плотность и скорость жидкости, 𝜇 представляет ее химический потен-

циал и 𝛾 – известная постоянная константа. Рассмотрим случай, когда скорость
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движения жидкости равна нулю, и система (3.7), (3.8) сводится к одному урав-

нению вида

𝛾△𝜌 = 𝜇(𝜌) − 𝜇0, (3.9)

где 𝜇0 – константа, которая зависит от состояния жидкости.

При поиске решения (3.9) со сферической симметрией, которая зависит

только от переменной 𝑟 – радиуса пузыря, введем полярную систему коорди-

нат в 𝑅2 и уравнение (3.9) затем сводим к обыкновенному дифференциальному

уравнению [96]

𝛾

(︂
𝜌′′ +

𝑝− 1

𝑟
𝜌′
)︂

= 𝜇(𝜌) − 𝜇0, 𝑟 ∈ (0,∞). (3.10)

В диссертации мы рассматриваем задачу в полярной системе координат, поэтому

𝑝 = 2.

Так как мы рассматриваем случай сферического пузыря [2;96], то

𝜌
′
(0) = 0. (3.11)

Пузырь окружен жидкостью, поэтому

lim
𝑟→∞

𝜌(𝑟) = 𝜌𝑙 > 0, (3.12)

где 𝜌𝑙 – плотность окружающей жидкости.

В простейших моделях для неоднородных жидкостей химический потен-

циал 𝜇 является полиномом третьей степени от 𝜌 с тремя разными веществен-

ными корнями, значит, уравнение 𝜇 − 𝜇0 = 0 имеет три решения. Принимая во

внимание, что 𝜇(𝜌𝑙) = 𝜇0, правую часть (3.10) можно записать в виде

𝜇(𝜌) − 𝜇0 = 4𝛼(𝜌− 𝜌1)(𝜌− 𝜌2)(𝜌− 𝜌𝑙), 0 < 𝜌1 < 𝜌2 < 𝜌𝑙, 𝛼 > 0. (3.13)
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Произведем замену переменной 𝑥 = 𝜌−𝜌1
𝜌2−𝜌1

и введем обозначения

𝜆 =
√︀
𝛼/𝛾(𝜌2 − 𝜌1), 𝜉 = 𝜌𝑙−𝜌2

𝜌2−𝜌1
> 0. Тогда, без потери общности, задачу (3.10)-

(3.12) запишем в виде

𝑥′′(𝑟) +
1

𝑟
𝑥′(𝑟) = 4𝜆2(𝑥(𝑟) + 1)𝑥(𝑟)(𝑥(𝑟) − 𝜉) (3.14)

с краевыми условиями

𝑥′(0) = 0, (3.15)

𝑥(∞) = 𝜉. (3.16)

Краевая задача (3.14)-(3.16) зависит только от двух параметров: 𝜆, который вы-

бирается равным 1 без ограничения общности, и 𝜉, который изменяется в диа-

пазоне [0, 1] и отражает различные физические ситуации.

Обратим внимание, что задача (3.14) – (3.16) всегда имеет постоянное ре-

шение 𝑥(𝑟) ≡ 𝜉, которое физически соответствует случаю однородной жидкости

(без пузырьков).

Уравнение (3.14) можно переписать в виде

𝑟−1(𝑟𝑥′(𝑟))′ = 𝑓(𝑥(𝑟)), (3.17)

где 𝑓(𝑥) = 4𝜆2(𝑥 − 𝜉)(𝑥 + 1)𝑥, 0 < 𝜉 < 1. Численное решение уравнения (3.17)

с условиями (3.15), (3.16) изучалось многими авторами ( см., напр., [84; 92; 93;

96] и приведенную там библиографию), но эти схемы имеют ряд недостатков:

трудоемки и очень чувствительны к выбору шага интегрирования.

Краевое условие (3.16) мы заменяем условием

𝑥(𝑀) = 𝜉 − 𝜖, (3.18)

где 𝑀 – достаточно большое число.
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С учетом краевого условия (3.15) перепишем задачу (3.14) в интегральном

виде

𝑥′(𝑟) =

𝑟∫︁
0

𝜏𝑓(𝑥(𝜏))𝑑𝜏

𝑟
, 𝑟 ∈ (0,𝑀 ]. (3.19)

Для решения уравнения (3.19) с условием (3.18) использованы специаль-

ные квадратурные формулы первого и второго порядка. Отметим, что условие

𝑥′(0) = 0 выполняется для любого решения (3.19). Решаем уравнение (3.19) ме-

тодом стрельбы, где решения зависят от выбранных начальных значений 𝑥(0).

Замечание 3.2.1. Пусть 𝑥* – точное значение решения уравнения (3.19). Суще-

ствуют 3 вида решений (см. рис. 3.3):

1. если 𝑥(0) < 𝑥*− 𝜀, то решение 𝑥(𝑟) неограничено растет при конечном

𝑟;

2. если 𝑥(0) ∈ [𝑥* − 𝜀, 𝑥* + 𝜀], то решение 𝑥(𝑟) монотонно растет и огра-

ничено lim
𝑟→∞

𝑥(𝑟) = 𝜉;

3. если 𝑥(0) > 𝑥* + 𝜀, то решение 𝑥(𝑟) имеет колебательный характер и

затухает lim
𝑟→∞

𝑥(𝑟) = 0,

где 𝜀 – достаточное малое число.

Наша задача – найти решение типа 2. Кроме того, мы знаем, что зна-

чение 𝑥* является единственным для каждого 𝜉 и удовлетворяет условию

𝑥* ∈ [−1,0]; отметим, что 𝑥* → −1 при 𝜉 → 1 и 𝑥* → 0 при 𝜉 → 0 (см.,

напр., [96]).
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Рис. 3.3. График зависимости решения уравнения (3.19) от выбора начальных

значений 𝑥(0)

Из рис. 3.3 видно, что решение очень чувствительно к выбору начальных

данных (см. замечание). Основным недостатком разностной схемы является тот

факт, что мы можем соскочить с траектории, т.е. вместо графика 2 мы будем

иметь график 1 или 3.

Для решения уравнения (3.19) используем квадратурные формулы первого

и второго порядка и аппроксимируем производную конечными разностями

соответствующего порядка.

Метод первого порядка

Введем равномерную сетку на отрезке [0,𝑀 ]: 𝑟𝑖 = 𝑖ℎ, 𝑖 = 1,𝑁, 𝑁ℎ = 𝑀 и

обозначим 𝑥𝑖 ≈ 𝑥(𝑟𝑖).

Полагаем 𝑥′(𝑟𝑖+1) ≈ (𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖)/ℎ, а интеграл в (3.19) считаем методом

правых прямоугольников. Зададим начальное приближение 𝑥0𝑖+1 = 𝑥𝑖. На каждом
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шаге для данного 𝑖 решаем нелинейное уравнение относительно 𝑥𝑖+1.

𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖 =
ℎ2

𝑟𝑖+1

𝑖+1∑︁
𝑗=1

𝑟𝑗𝑓(𝑥𝑗), 𝑖 = 1,𝑁 − 1. (3.20)

Это делается с помощью метода простой итерации, который имеет вид

𝑥𝜈+1
𝑖+1 = 𝑥𝑖 + ℎ2𝑓(𝑥𝜈𝑖+1) +

ℎ2

𝑟𝑖+1

𝑖∑︁
𝑗=1

𝑟𝑗𝑓(𝑥𝑗), 𝜈 = 0,1,2 . . . . (3.21)

Процесс продолжается, пока
⃒⃒
𝑥𝜈+1
𝑗+1 − 𝑥𝜈𝑗+1

⃒⃒
< 𝜅, где 𝜅 – заданное число.

Из рис. 3.3 мы видим, что решение нашей задачи монотонно возрастает и

не превосходит 𝜉 . Если в результате численных расчетов мы получим прибли-

женное решение больше 𝜉, или решение ведет себя не монотонно, то мы меняем

начальные данные.

Метод второго порядка

Аналогично строим метод второго порядка для решения уравнения (3.19):

3𝑥𝑖+2 − 4𝑥𝑖+1 + 𝑥𝑖
2ℎ

=
1

𝑟𝑖+2

ℎ

2

(︃
2

𝑖+1∑︁
𝑗=1

𝑟𝑗𝑓(𝑥𝑗) + 𝑟𝑖+2𝑓(𝑥𝑖+2)

)︃
, 𝑖 = 0,𝑁 − 2. (3.22)

В формуле (3.22) производная и интегральное слагаемое аппроксимируем

со вторым порядком. Для вычисления 𝑥1 используем формулу

𝑥1 = 𝑥0 +
ℎ2

2𝑝
𝑓(𝑥0), (3.23)

которая следует из асимптотического поведения 𝑥(𝑟) вблизи начала координат

(см., напр., [96]).
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Для каждого значения 𝑖 (начиная с 𝑖 = 0) мы определим 𝑥𝑖+2, решив нели-

нейное уравнение (3.22) методом простой итерации:

𝑥𝜈+1
𝑖+2 =

4

3
𝑥𝑖+1−

1

3
𝑥𝑖 +

ℎ2

3𝑟𝑖+2

(︃
2

𝑖+1∑︁
𝑗=1

𝑟𝑗𝑓(𝑥𝑗) + 𝑟𝑖+2𝑓(𝑥𝜈𝑖+2)

)︃
, 𝜈 = 0,1,2, . . . . (3.24)

Начальное приближение 𝑥0𝑖+2 = 𝑥𝑖+1.

Процесс продолжается, пока
⃒⃒
𝑥𝜈+1
𝑗+1 − 𝑥𝜈𝑗+1

⃒⃒
< 𝜅, где 𝜅 – требуемая точность.

В данном случае можно положить 𝜅 = ℎ2.

3.3 Описание программы для решения сингулярных

интегро-дифференциальных уравнений

По разработанным методам создан программный комплекс (ПК), который

реализует расчеты определения профиля пузыря в неоднородной жидкости. Для

реализации программной системы использована среда разработки MATLAB и

его пакеты. ПК позволяет производить расчет радиуса пузыря в различных

внешних жидкостях и отображать полученные результаты в виде графических

представлений. ПК также дает возможность автоматизированного ввода подхо-

дящих входных данных. При этом используются следующие функции:

– функция «ImplicitEuler» – функция реализации неявного метода первого

порядка точности;

– функция «ImplicitSecond» – функция реализации неявного метода второ-

го порядка точности;

– функция «bissecequ» – функция реализации метода стрельбы для метода

первого порядка;

– функция «bissecsecond» – функция реализации метода стрельбы для ме-

тода второго порядка;
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– функция «f» – функция для вычисления функции по заданной формуле;

– функция «figure1CreateFcn» – функция для присвоения начальных гло-

бальных параметров.

В рамках программного комплекса разработаны следующие модули:

– модуль «BtnFindCallback» – модуль для автоматического поиска подхо-

дящих начальных параметров;

– модуль «ClearBtnCallback» – модуль для сброса всех данных и графиков;

– модуль «CalBtnCallback» – модуль для расчетов и построения соответ-

ствующих графиков;

– модуль «ExitBtnCallback» – для выключения программы.

Входные параметры размещаются в 3 группы на интерфейсе ПК:

– группа «Параметры» для ввода начальных параметров: Xi – плотность

окружающей жидкости (0 < 𝜉 < 1); Lam – постоянный коэффициент

(𝜆), который выбирается равным 1 без ограничения общности; h – шаг

интегрирования; imax – максимальное количество шагов итерации; tol

– контрольное значение погрешности (𝜅); [𝑎,𝑏] – интервал начальных

значений радиуса пузыря 𝑥0, −1 < 𝑎 < 𝑏 < 0;

– группа «Методы» для выбора метода вычисления (первого или второго

порядка);

– группа «Поиск начального значения» имеет параметры: начало – началь-

ное значение 𝑥0, −1 < 𝑥0 < 0; точность – шаг поиска начального значе-

ния 𝑥0. Задача решается методом стрельбы, поэтому выбор интервала, в

котором лежит начальное значение 𝑥0, очень важен. При разных значе-

ниях плотности окружающей жидкости 𝜉 начальные значения 𝑥0 разные.

Чем 𝜉 ближе к 1, тем меньше интервал начального значения 𝑥0, поэто-

му модуль «Найти» помогает выбрать подходящие начальные значения

интервала [𝑎,𝑏], в котором лежит 𝑥0.

Выходные параметры отображают на таблице и графике начальное зна-

чение 𝑥0 и радиус пузыря.
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На рис. 3.4 приведена блок-схема работы неявного метода первого и вто-

рого порядка (функции «ImplicitEuler» и «ImplicitSecond»)

Рис. 3.4. Блок-схема неявного метода
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На рис. 3.5 приведена блок-схема работы программы (метод стрельбы –

функции «bissecequ» и «bissecsecond»)

Рис. 3.5. Блок-схема работы программы
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На рис. 3.6 представлен главный интерфейс созданного ПК.

Рис. 3.6. Интерфейс программы

Кнопки, используемые для работы программы:

– кнопка «Найти» для автоматического поиска подходящего интервала, в

котором лежит начальное значение плотности пузыря;

– кнопка «Счет» для проверки входных данных, расчета начального зна-

чения плотности пузыря, а также для представления графика плотности

пузыря в зависимости от радиуса;

– кнопка «Очистить» для удаления всех заданных параметров и графиков;

Таким образом, основными достоинствами этой программы являются:

– возможность автоматизированного ввода подходящих входных данных;

– возможность решения сингулярной краевой задачи для нелинейного

дифференциального уравнения второго порядка.

Численные расчеты
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Так как рассматриваемая задача разрешима тогда и только тогда, когда 0 <

𝜓 < 1, то мы применили наши методы для значений 𝜓 в этом интервале. В табл.

3.1 приведены значения 𝑥(0), полученные методом первого порядка и методом

второго порядка с шагом ℎ = 0.01.

Таблица 3.1

Таблица значений 𝑥(0) (плотность на контуре) как функции от 𝜉, полученных

методом первого и второго порядка уравнения (3.19)

𝜉 𝑥(0)(Метод 1-ого порядка) 𝑥(0)(Метод 2-ого порядка)
0.1 −0.2999 −0.3046
0.2 −0.5597 −0.5679
0.3 −0.7636 −0.7708
0.4 −0.8990 −0.9031
0.5 −0.9696 −0.9712
0.6 −0.9950 −0.9953
0.7 −0.9998 −0.9998
0.8 −0.99992178 −0.99992178

В статье [93] приведены следующие результаты.

Таблица 3.2

Таблица значений 𝑥(0) (плотность в контуре) как функции от 𝜉

𝜉 𝑥(0)
0.1 −0.3047
0.2 −0.5678
0.3 −0.7707
0.4 −0.9031
0.5 −0.9711
0.6 −0.9953
0.7 −0.9998
0.8 −0.9999995

Из сравнения таблиц 3.1 и 3.2 очевидно, что метод второго порядка лучше

согласуется с экспериментальными данными, чем метод первого порядка. Вы-

числения в статье [93] проводились с шагом интегрирования ℎ ≤ 10−6. Переход

к интегральному уравнению дает существенный выигрыш в объеме вычисле-
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ний: алгоритмы (3.20) и (3.22) дают практически те же самые результаты, но

при шаге интегрирования ℎ = 10−2.
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4 Математическое моделирование в электрических цепях

В этой главе рассмотрим приложение разработанных методов, изложенных

во второй главе, для моделирования многоконтурных электрических цепей.

4.1 Вспомогательные сведения из теории электроцепей

Перед формулировкой постановки задачи приведем стандартные сведения

и обозначения.

Электротехнические цепи могут включать в себя пассивные и активные

элементы. Активными элементами электротехнической цепи следует считать ис-

точники напряжения и источники тока. Пассивными элементами линейной цепи

являются сопротивление, индуктивность и емкость.

1. Электрическое сопротивление (обозначается 𝑅) – физическая вели-

чина, характеризующая свойства проводника препятствовать прохожде-

нию электрического тока, и в соответствии с законом Ома эта величина

равна отношению приложенного к ней напряжения 𝑈 к силе протекаю-

щего тока 𝐼 (при отсутствии в цепи других источников тока или ЭДС):

𝑅 =
𝑈

𝐼
. (4.1)

На схеме цепей обозначается как

Рис. 4.1. Обозначение электрического сопротивления

2. Индуктивность (или коэффициент самоиндукции) (обозначается 𝐿)

– коэффициент пропорциональности между электрическим током, теку-
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щим в каком-либо замкнутом контуре, и магнитным потоком, создава-

емым этим током через поверхность, краем которой является этот кон-

тур. В формуле Ψ = 𝐿𝑖, где Ψ – магнитный поток, 𝑖 – ток в контуре, 𝐿

– индуктивность. Через индуктивность выражается ЭДС самоиндукции

в контуре, возникающая при изменении в нём тока

𝐸𝑖 = −𝑑Ψ

𝑑𝑡
= −𝐿𝑑𝑖

𝑑𝑡
. (4.2)

На схеме цепей обозначается как

Рис. 4.2. Обозначение индуктивности

3. Электрическая емкость. Конденсаторы — характеристика проводни-

ка, мера его способности накапливать электрический заряд. В теории

электрических цепей емкостью называют взаимную емкость между дву-

мя проводниками (обкладками); параметр емкостного элемента электри-

ческой схемы, представленного в виде двухполюсника. Такая емкость

определяется как отношение величины электрического заряда к разно-

сти потенциалов между этими проводниками. Для одиночного провод-

ника емкость равна отношению заряда проводника к его потенциалу в

предположении, что все другие проводники бесконечно удалены и что

потенциал бесконечно удаленной точки принят равным нулю. Емкость

обозначается 𝐶. В математической форме данное определение имеет

вид

𝐶 =
𝑄

𝑢
, (4.3)

где 𝑄 — электрический заряд, 𝑢 — напряжение между обкладками. С

другой стороны, 𝑑𝑄 = 𝑖𝑑𝑡 или 𝑄 =
𝑡∫︀

𝑡0

𝑖𝑑𝑡. Следовательно, из формулы
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(4.3) имеем

𝑢 =
1

𝐶

𝑡∫︁
𝑡0

𝑖𝑑𝑡. (4.4)

Рис. 4.3. Обозначение конденсатора

4. Электродвижущая сила (ЭДС) — скалярная физическая величина, ха-

рактеризующая работу сторонних сил, то есть любых сил неэлектриче-

ского происхождения, действующих в квазистационарных цепях посто-

янного или переменного тока. В замкнутом проводящем контуре ЭДС

равна работе этих сил по перемещению единичного положительного за-

ряда вдоль всего контура.

По аналогии с напряженностью электрического поля вводят понятие

напряженности сторонних сил �⃗�𝑒𝑥, под которой понимают векторную

физическую величину, равную отношению сторонней силы, действую-

щей на пробный электрический заряд, к величине этого заряда. Тогда в

замкнутом контуре 𝐿 ЭДС будет равна:

𝜖 =

∮︁
𝐸𝑒𝑥𝑑𝑙,

где 𝑑𝑙 — элемент контура.

ЭДС так же, как и напряжение, в международной системе единиц (СИ)

измеряется в вольтах. Можно говорить об электродвижущей силе на

любом участке цепи. Это удельная работа сторонних сил не во всем

контуре, а только на данном участке. ЭДС гальванического элемента

есть работа сторонних сил при перемещении единичного положитель-

ного заряда внутри элемента от одного полюса к другому. Работа сто-

ронних сил не может быть выражена через разность потенциалов, так

как сторонние силы непотенциальны и их работа зависит от формы тра-
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ектории. Так, например, работа сторонних сил при перемещении заряда

между клеммами тока вне источника равна нулю.

4.2 Общие принципы построения математических моделей

электроцепей

В диссертации рассматриваются модели, возникающие при исследовании

сложных электрических и гидравлических цепей. Общие принципы их форми-

рования описаны в [5;47].

При моделировании электрических цепей для отображения процессов, про-

исходящих в сети, используем матричные методы и методы теории графов. Чис-

ло соединенных элементов, образующих сеть, в общем случае велико. Исход-

ные уравнения цепи можно представить в матричной форме с использованием

контурной и узловой матриц. Цепь изображается в виде направленного графа,

состоящего из ветвей и узлов с фиксированным направлением каждой ветви.

Введем векторы 𝑢в, 𝑖в, 𝑒в соответственно для напряжений и токов ветвей и

напряжений действующих в них источников. Положительные направления для

каждой из указанных переменных примем совпадающими с направлением со-

ответствующей ветви. Пусть 𝒜, ℬ – узловая и контурная матрицы цепи, соот-

ветственно. Строки матрицы ℬ соответствуют узлам, а столбцы – ветвям цепи.

Значения элементов матрицы 𝒜 могут быть

– 𝑎𝑖𝑗 = 0, если 𝑗-ая ветвь не примыкает к узлу 𝑖;

– в противном случае 𝑎𝑖𝑗 = ±1 , причем, знак + берется, если ветвь на-

правлена от узла.

Строки матрицы ℬ соответствуют контурам цепи, столбцы – ветвям. Значения

элементов матрицы ℬ могут быть

– 𝑏𝑖𝑗 = 0, если 𝑗-ая ветвь не входит в контур 𝑖;
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– в противном случае 𝑏𝑖𝑗 = ±1 , причем, знак + берется, если направление

ветви совпадает с направлением обхода контура.

В общем случае уравнения цепи состоят из трех частей:

– уравнения баланса токов (расходов) в узлах (первый закон Кирхгофа)

𝒜𝑖B = 0; (4.5)

– уравнений баланса напряжений (перепадов давлений) в контурах (второй

закон Кирхгофа)

ℬ𝑢B = 0; (4.6)

– а также уравнений ветвей (обобщенный закон Ома)

𝑢B =
𝑑(𝐿B𝑖B)

𝑑𝑡
+𝑅B𝑖B + 𝐶B

𝑡∫︁
𝑡0

𝑖B𝑑𝑠+ 𝑢𝐶(𝑡0) + 𝑒B. (4.7)

В формуле (4.7) 𝑅в, 𝐶в – диагональные матрицы активных сопротивлений

и величин, обратных емкости ветви, соответственно; 𝐿в – матрица индуктивно-

стей, которая может не быть диагональной из-за наличия взаимной индукции

между ветвями, но обязательно симметричная.

Подставим (4.7) в (4.6) и обозначим: 𝑖𝐵 = 𝑥, получим интегро-

дифференциальное уравнение вида

⎛⎝ℬ𝐿

0

⎞⎠𝑥
′
+

⎛⎝ℬ𝑅

𝒜

⎞⎠𝑥+

⎛⎝ℬ𝐶в

0

⎞⎠ 𝑡∫︁
𝑡0

𝑥𝑑𝜏 +

⎛⎝𝑢𝐶(𝑡0) + 𝑒в

0

⎞⎠ = 0. (4.8)

Уравнение (4.8) имеет вид (2.11), где

𝐴 =

⎛⎝ℬ𝐿

0

⎞⎠ , 𝐵 =

⎛⎝ℬ𝑅

𝒜

⎞⎠ , 𝐾 =

⎛⎝ℬ𝐶в

0

⎞⎠ , 𝑓(𝑡) = −

⎛⎝𝑢𝐶(𝑡0) + 𝑒в

0

⎞⎠ .
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Пусть цепь содержит 𝑁в ветвей, объединенных в 𝑁y узлов и 𝑁j ветвей с

источниками тока. Тогда получим следующий порядок анализа цепей на осно-

вании законов Кирхгофа [35]:

– определить число неизвестных токов, равное 𝑁в −𝑁j;

– указать положительное направление тока в каждой ветви;

– составить 𝑁1 = 𝑁y−1 независимых уравнений по первому закону Кирх-

гофа;

– составить 𝑁2 = 𝑁в − 𝑁j − (𝑁y − 1) независимых уравнений по вто-

рому закону Кирхгофа. При составлении уравнений по второму закону

Кирхгофа следует выбирать лишь те контуры, которые не содержат вет-

вей с источниками тока и указать направление обхода контуров. Число

уравнений равно числу неизвестных токов 𝑁1 +𝑁2 = 𝑁в −𝑁j.

Приведем простой пример электрической цепи без индуктивной связи [39],

который изображен на рис. 4.4.

Рис. 4.4. Электрическая цепь без индуктивной связи

Емкость отображается с помощью отдельного элемента (конденсатора).

Уравнения, характеризующие цепь, можно выразить с помощью двух законов

Кирхгофа и формулами (4.1), (4.2), (4.3), которые приведены выше. Для при-

мера напишем уравнения цепи, которая приведена на рис. 4.4. Здесь ставится

задача исследовать цепь при включении источника напряжения 𝑢3. Выпишем

первый закон Кирхгофа для узла 2, согласно которому сумма токов в узловой
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точке равна нулю. Условимся токи, исходящие из узловой точки, считать поло-

жительными. Тогда можно написать

−𝑖3 + 𝑖1 + 𝑖2 = 0,

отсюда

𝑖3 = 𝑖1 + 𝑖2. (4.9)

Напряжение между точками 2 и 5 на контурах I и II можно определить на

основании второго закона Кирхгофа, согласно которому алгебраическая сумма

напряжений в контуре (т.е. напряжение контура) равна нулю. Направления токов

в контурах соответствуют направлению движения по часовой стрелке. Следова-

тельно, напряжения контуров можно выразить следующим образом:

− 𝑢3 +𝑅1𝑖1 +𝑅3𝑖3 +
1

𝐶1

𝑡∫︁
0

𝑖1𝑑𝑡+ 𝑢𝐶(0) = 0; (4.10)

− 𝑢3 +𝑅2𝑖2 +𝑅3𝑖3 + 𝐿2
𝑑𝑡2
𝑑𝑡

= 0. (4.11)

Объединяя уравнения (4.9)–(4.11) в систему, получим ИДУ вида (2.11)⎛⎜⎜⎜⎝
0 0 0

0 𝐿2 0

0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎠ 𝑑

𝑑𝑡

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑖1

𝑖2

𝑖3

⎞⎟⎟⎟⎠+

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑅1 0 𝑅3

0 𝑅2 𝑅3

1 1 −1

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝
𝑖1

𝑖2

𝑖3

⎞⎟⎟⎟⎠+

⎛⎜⎜⎜⎝
1
𝐶1

0 0

0 0 0

0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎠
𝑡∫︁

0

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑖1(𝑠)

𝑖2(𝑠)

𝑖3(𝑠)

⎞⎟⎟⎟⎠𝑑𝑠 =

=

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑢3 + 𝑢𝐶(0)

𝑢3

0

⎞⎟⎟⎟⎠ . (4.12)
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4.3 Многоконтурная электрическая цепь

Этот раздел посвящен построению математических моделей многоконтур-

ных электроцепей. Эти модели имеют вид ИДУ с тождественно вырожденной

матрицей перед главной частью. В работе [57] была исследована двухконтурная

цепь, изображенная на рис. 4.5.

Рис. 4.5. Двухконтурная цепь

В работе [57] автор также получил уравнения цепи в матричной форме,

которые являются ИДУ вида (2.11). Для решения этой системы уравнений пред-

ложены и обоснованы многошаговые методы, но данные методы применимы для

узкого класса задач. В данной диссертации рассмотрены более сложные случаи

электрических цепей, предложены и обоснованы новые многошаговые методы,

которые можно более широко применять при решении ИДУ. Используя общие

принципы и правила построения моделей электрических цепей, приведенные в
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предыдущем разделе, выпишем математические модели трех- и четырехконтур-

ных цепей. Для этого проанализуем трехконтурную цепь.

Рис. 4.6. Трехконтурная цепь

Трехконтурная цепь на рис. 4.6 имеет

– количество ветвей – 7 (𝑁в = 7), в том числе количество ветвей с источ-

ками тока – 0 (𝑁j = 0);

– количество линейно независимых узлов – 5 (𝑁y = 5);

– количество линейно независимых контуров – 3.

Следовательно, для анализа этой цепи необходимо:

– определить число неизвестных токов, равное 𝑁в −𝑁j = 7;

– предположить положительное направление тока ветвей как на рисунке;

– составить 𝑁1 = 𝑁y − 1 = 4 независимых уравнения по первому закону

Кирхгофа;

– составить 𝑁2 = 𝑁в − 𝑁j − (𝑁y − 1) = 3 независимых уравнения по

второму закону Кирхгофа.
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Выпишем 4 уравнения для четырех узлов по первому закону Кирхгофа (пропу-

стим сложное уравнение для узла 3):

узел 1: 𝑖1 − 𝑖2 − 𝑖3 = 0,

узел 2: −𝑖1 + 𝑖5 + 𝑖6 = 0,

узел 4: 𝑖2 − 𝑖4 = 0.

узел 5: −𝑖6 + 𝑖7 = 0.

Матрица 𝒜 из (4.5) имеет вид

𝒜 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 −1 −1 0 0 0 0

−1 0 0 0 1 1 0

0 1 0 −1 0 0 0

0 0 0 0 0 −1 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Выпишем уравнения для контуров по второму закону Кирхгофа:

контур I: 𝑢1 + 𝑢3 + 𝑢5 = 0,

контур II: 𝑢2 + 𝑢3 + 𝑢4 = 0,

контур III: 𝑢5 + 𝑢6 + 𝑢7 = 0.

Контурная матрица ℬ из уравнения (4.6) имеет вид

ℬ =

⎛⎜⎜⎜⎝
1 0 1 0 1 0 0

0 1 1 1 0 0 0

0 0 0 0 1 1 1

⎞⎟⎟⎟⎠ .

Подставим (4.7) в (4.6) для контурных уравнений мы получим

𝐿1
𝑑𝑖1
𝑑𝑡

+ 𝐿3
𝑑𝑖3
𝑑𝑡

+ 𝐿5
𝑑𝑖5
𝑑𝑡

+𝑅1𝑖1 +𝑅3𝑖3 +𝑅5𝑖5+

+
1

𝐶1

𝑡∫︁
0

𝑖1(𝑠)𝑑𝑠+
1

𝐶3

𝑡∫︁
0

𝑖3(𝑠)𝑑𝑠+
1

𝐶5

𝑡∫︁
0

𝑖5(𝑠)𝑑𝑠 = 0;

𝐿2
𝑑𝑖2
𝑑𝑡

+ 𝐿3
𝑑𝑖3
𝑑𝑡

+ 𝐿4
𝑑𝑖4
𝑑𝑡

+𝑅2𝑖2 +𝑅3𝑖3 +𝑅4𝑖4+
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+
1

𝐶2

𝑡∫︁
0

𝑖2(𝑠)𝑑𝑠+
1

𝐶3

𝑡∫︁
0

𝑖3(𝑠)𝑑𝑠+
1

𝐶4

𝑡∫︁
0

𝑖4(𝑠)𝑑𝑠 = 0;

𝐿5
𝑑𝑖5
𝑑𝑡

+ 𝐿6
𝑑𝑖6
𝑑𝑡

+ 𝐿7
𝑑𝑖7
𝑑𝑡

+𝑅5𝑖2 +𝑅6𝑖3 +𝑅7𝑖7+

+
1

𝐶5

𝑡∫︁
0

𝑖5(𝑠)𝑑𝑠+
1

𝐶6

𝑡∫︁
0

𝑖6(𝑠)𝑑𝑠+
1

𝐶7

𝑡∫︁
0

𝑖7(𝑠)𝑑𝑠 = 0.

Полученное вырожденное интегро-дифференциальное уравнение в мат-

ричной форме (4.8) имеет вид (2.11)⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝐿1 0 𝐿3 0 𝐿5 0 0

0 𝐿2 𝐿3 𝐿4 0 0 0

0 0 0 0 𝐿5 𝐿6 𝐿7

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

𝑑

𝑑𝑡

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑖1

𝑖2

𝑖3

𝑖4

𝑖5

𝑖6

𝑖7

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
+

+

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑅1 0 𝑅3 0 𝑅5 0 0

0 𝑅2 𝑅3 𝑅4 0 0 0

0 0 0 0 𝑅5 𝑅6 𝑅7

1 −1 −1 0 0 0 0

−1 0 0 0 1 1 0

0 1 0 −1 0 0 0

0 0 0 0 0 −1 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑖1

𝑖2

𝑖3

𝑖4

𝑖5

𝑖6

𝑖7

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
+
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+

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1
𝐶1

0 1
𝐶3

0 1
𝐶5

0 0

0 1
𝐶2

1
𝐶3

1
𝐶4

0 0 0

0 0 0 0 1
𝐶5

1
𝐶6

1
𝐶7

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

𝑡∫︁
0

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑖1(𝑠)

𝑖2(𝑠)

𝑖3(𝑠)

𝑖4(𝑠)

𝑖5(𝑠)

𝑖6(𝑠)

𝑖7(𝑠)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
𝑑𝑠 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

0

0

𝑗(𝑡)

0

0

0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. (4.13)

Проверим выполнение условий теоремы 2.1.1 для модели трехконтурной

цепи (4.13):

rank𝐴 = 3 = const, 𝑙 = 3;

rank(𝐴|𝐵) = 7 = const, 𝑚 = 4;

𝑑𝑒𝑔 det(𝜆2𝐴+ 𝜆𝐵 +𝐾) = deg(𝑎0𝜆
10 + ...) = 10;

2𝑙 +𝑚 = 10.

Здесь условия теоремы 2.1.1 выполнены, следовательно уравнение (4.13)

имеет единственное решение на любом заданном конечном отрезке. Применим

численный метод (2.15) для анализа (4.13). Автором был реализован программ-

ный комплекс, входные данные для работы которого приведены в таблице 4.1.

Результатами работы являются графики 4.7 и 4.8.

Зададим начальные значения (см. табл. 4.1)
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Таблица 4.1

Параметры трехконтурной цепи (4.13)

R (Ом) L (Генри) C (Фара)
1 10 100 10−4

2 10 1 10−4

3 10 1 10−4

4 10 1 10−4

5 10 1 10−4

6 10 1 10−4

7 10 1 10−4

Рис. 4.7. Токи в трехконтурной цепи без действующего источника тока

Как показано на рис. 4.7, при отсутствии действующего источника тока

(𝑗(𝑡) = 0) токи в цепи быстро затухают.
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Рис. 4.8. Токи в трехконтурной цепи при наличии действующего источника

𝑗(𝑡) = sin(3𝑡)

При наличии действующего источника 𝑗(𝑡) = sin(3𝑡) процесс имеет сину-

соидальные колебания, как показано на рис. 4.8.

Проанализуем четырехконтурную цепь.

Рис. 4.9. Четырехконтурная цепь

Четырехконтурная цепь на рис. 4.9 имеет
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– количество ветвей – 9 (𝑁в = 9), в том числе количество ветвей с источ-

ками тока – 0 (𝑁j = 0);

– количество линейно независимых узлов – 6 (𝑁y = 6);

– количество линейно независимых контуров – 4.

Следовательно, для анализа этой цепи необходимо

– определить число неизвестных токов, равное 𝑁в −𝑁j = 9;

– предположить положительное направление тока ветвей как на рисунке;

– составить 𝑁1 = 𝑁y − 1 = 5 независимых уравнений по первому закону

Кирхгофа;

– составить 𝑁2 = 𝑁в − 𝑁j − (𝑁y − 1) = 4 независимых уравнения по

второму закону Кирхгофа.

Выпишем 5 уравнений для пяти узлов по первому закону Киргофа (пропустим

сложное уравнение для узла 3):

узел 1: 𝑖1 − 𝑖2 − 𝑖3 = 0,

узел 2: −𝑖1 + 𝑖5 + 𝑖6 − 𝑖7 = 0,

узел 4: 𝑖2 − 𝑖4 = 0,

узел 5: −𝑖6 + 𝑖9 = 0,

узел 6: 𝑖7 + 𝑖8 − 𝑖9 = 0.

Матрица 𝒜 из уравнения (4.5) имеет вид

𝒜 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 −1 −1 0 0 0 0 0 0

−1 0 0 0 1 1 −1 0 0

0 1 0 −1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 −1 0 0 1

0 0 0 0 0 0 1 1 −1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

.

Выпишем уравнения для контуров по второму закону Кирхгофа:

контур I: 𝑢1 + 𝑢3 + 𝑢5 = 0, контур II: 𝑢2 + 𝑢3 + 𝑢4 = 0, контур III:

𝑢6 + 𝑢7 + 𝑢9 = 0, контур IV: 𝑢5 + 𝑢7 + 𝑢8 = 0.

86



Контурная матрица ℬ из уравнения (4.6) имеет вид

ℬ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 1 0 1 0 0 0 0

0 1 1 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 1 0 1

0 0 0 0 1 0 1 1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Подставим (4.7) в (4.6) для контурных уравнений и получим

𝐿1
𝑑𝑖1
𝑑𝑡

+ 𝐿3
𝑑𝑖3
𝑑𝑡

+ 𝐿5
𝑑𝑖5
𝑑𝑡

+𝑅1𝑖1 +𝑅3𝑖3 +𝑅5𝑖5+

+
1

𝐶1

𝑡∫︁
0

𝑖1(𝑠)𝑑𝑠+
1

𝐶3

𝑡∫︁
0

𝑖3(𝑠)𝑑𝑠+
1

𝐶5

𝑡∫︁
0

𝑖5(𝑠)𝑑𝑠 = 0;

𝐿2
𝑑𝑖2
𝑑𝑡

+ 𝐿3
𝑑𝑖3
𝑑𝑡

+ 𝐿4
𝑑𝑖4
𝑑𝑡

+𝑅2𝑖2 +𝑅3𝑖3 +𝑅4𝑖4+

+
1

𝐶2

𝑡∫︁
0

𝑖2(𝑠)𝑑𝑠+
1

𝐶3

𝑡∫︁
0

𝑖3(𝑠)𝑑𝑠+
1

𝐶4

𝑡∫︁
0

𝑖4(𝑠)𝑑𝑠 = 0;

𝐿6
𝑑𝑖6
𝑑𝑡

+ 𝐿7
𝑑𝑖7
𝑑𝑡

+ 𝐿9
𝑑𝑖9
𝑑𝑡

+𝑅6𝑖6 +𝑅7𝑖7 +𝑅9𝑖9+

+
1

𝐶6

𝑡∫︁
0

𝑖6(𝑠)𝑑𝑠+
1

𝐶7

𝑡∫︁
0

𝑖7(𝑠)𝑑𝑠+
1

𝐶9

𝑡∫︁
0

𝑖9(𝑠)𝑑𝑠 = 0;

𝐿5
𝑑𝑖5
𝑑𝑡

+ 𝐿7
𝑑𝑖7
𝑑𝑡

+ 𝐿8
𝑑𝑖8
𝑑𝑡

+𝑅5𝑖5 +𝑅7𝑖7 +𝑅8𝑖8+

+
1

𝐶5

𝑡∫︁
0

𝑖5(𝑠)𝑑𝑠+
1

𝐶7

𝑡∫︁
0

𝑖7(𝑠)𝑑𝑠+
1

𝐶8

𝑡∫︁
0

𝑖8(𝑠)𝑑𝑠 = 0.
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Полученное вырожденное интегро-дифференциальное уравнение в мат-

ричной форме (4.8) имеет вид (2.11)

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝐿1 0 𝐿3 0 𝐿5 0 0 0 0

0 𝐿2 𝐿3 𝐿4 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 𝐿6 𝐿7 0 𝐿9

0 0 0 0 𝐿5 0 𝐿7 𝐿8 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

𝑑

𝑑𝑡

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑖1

𝑖2

𝑖3

𝑖4

𝑖5

𝑖6

𝑖7

𝑖8

𝑖9

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

+

+

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑅1 0 𝑅3 0 𝑅5 0 0 0 0

0 𝑅2 𝑅3 𝑅4 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 𝑅6 𝑅7 0 𝑅9

0 0 0 0 𝑅5 0 𝑅7 𝑅8 0

1 −1 −1 0 0 0 0 0 0

−1 0 0 0 1 1 −1 0 0

0 1 0 −1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 −1 0 0 1

0 0 0 0 0 0 1 1 −1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑖1

𝑖2

𝑖3

𝑖4

𝑖5

𝑖6

𝑖7

𝑖8

𝑖9

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

+
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+

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1
𝐶1

0 1
𝐶3

0 1
𝐶5

0 0 0 0

0 1
𝐶2

1
𝐶3

1
𝐶4

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1
𝐶6

1
𝐶7

0 1
𝐶9

0 0 0 0 1
𝐶5

0 1
𝐶7

1
𝐶8

0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

𝑡∫︁
0

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑖1

𝑖2

𝑖3

𝑖4

𝑖5

𝑖6

𝑖7

𝑖8

𝑖9

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

𝑑𝑠 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

0

0

0

𝑗(𝑡)

0

0

0

0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

. (4.14)

Проверим выполнение условий теоремы 2.1.1 для модели (4.14):

rank𝐴 = 4 = const, 𝑙 = 4;

rank(𝐴|𝐵) = 9 = const, 𝑚 = 5;

deg det(𝜆2𝐴+ 𝜆𝐵 +𝐾) = deg(𝑎0𝜆
13 + ...) = 13.

2𝑙+𝑚 = 13, т.е. условия теоремы 2.1.1 выполнены, следовательно уравне-

ние (4.13) имеет единственное решение на любом заданном конечном отрезке.

Применим численный метод (2.15) для анализа (4.13). Автором был реализо-

ван программный комплекс, входные данные для работы которого приведены в

таблице 4.2. Результатами работы являются графики 4.10 и 4.11.

Зададим начальные значения (см. табл. 4.2).
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Таблица 4.2

Начальные параметры четырехконтурной цепи (4.14)

R (Ом) L (Генри) C (Фара)
1 10 100 10−4

2 10 1 10−4

3 10 1 10−4

4 10 1 10−4

5 10 1 10−4

6 10 1 10−4

7 10 1 10−4

8 10 1 10−4

9 10 1 10−4

Рис. 4.10. Токи в четырехконтурной цепи (4.14) без действующего источника

Как показано на рис. 4.10, при отсутствии действующего источника тока

(𝑗(𝑡) = 0), токи в цепи быстро затухают.
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Рис. 4.11. Токи в четырехконтурной цепи (4.14) при наличии действующего

источника 𝑗(𝑡) = sin(3𝑡)

При наличии действующего источника 𝑗(𝑡) = sin(3𝑡) процесс имеет сину-

соидальные колебания, как показано на рис. 4.11.

Легко заметить, что результаты программного комплекса хорошо согласу-

ются с теоретическими выкладками.

Таким образом, теоретические результаты, изложенные во второй главе,

вместе с разработанными численными методами являются эффективным ин-

струментом для исследования процессов, протекающих в многоконтурных элек-

трических цепях.
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Заключение

В диссертационной работе впервые предложены и обоснованы многошаго-

вые численные методы для решения краевой задачи нелинейного сингулярного

дифференциального уравнения второго порядка и системы ИДУ с тождествен-

но вырожденной матрицей перед главной частью. Основные результаты работы

заключаются в следующем:

1. Сформулированы достаточные условия существования единственного

решения начальных задач для ИДУ с тождественно вырожденной глав-

ной частью.

2. Для такого класса задач предложены, обоснованы и программно реали-

зованы эффективные численные методы, которые были применены для

расчетов процессов, протекающих в многоконтурных электроцепях.

3. Выписано уравнение для нахождения радиуса пузыря в зависимости от

плотности окружающей жидкости в виде сингулярного ИДУ. Разрабо-

таны и программно реализованы численные методы для его решения.

Данный подход позволяет значительно сократить вычислительные за-

траты по сравнению над ранее разработанных.
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Приложение А

Программа решения сингулярных краевых задач для моделей пузыря в

неоднородной жидкости на основе теории вырожденных

интегро-дифференциальных уравнений

Листинг А.1: Метод первого порядка

f unc t i on [ i e r r , xf , r ] = I m p l i c i t E u l e r ( x0 , x i , lam , n , h , imax )

% gi v en a c e r t a i n x0 and t ( imax ) , t h i s f u n c t i o n computes

% t h e v e c t o r x w i t h components x ( i ) , i =0 , imax +1;

% by t h e Eu l e r I m p l i c i t Methor ( r i g h t r e c t a n g l e s r u l e )

% x ( i +1)− h ^2 * f ( x ( i +1))= x ( i )+h ^ 2 / t ( i +1)^ ( n−1)

%sum_ ( j =0)^ i ( t au ( j )

%f o r each i , x ( i +1) i s t h e s o l u t i o n o f a n o n l i n e a r e qua t i o n

%i f f o r a c e r t a i n i <=imax we ob t a i n a non−a d m i s s i b l e o f x ( i )

% ( x ( i )> x i ) t h en t h e parame te r e r r t a k e s t h e va l u e 1

%x ( i ) c o n t a i n s t h e approx ima t e va l u e o f x ( ( i −1)h )

x (1 )= x0 ;

i e r r =−1;

i =2 ;

sumold =0;

sum=0;

whi le ( i e r r ==−1 && i <=imax +1)

%i f i =2 t h e sum i s 0

i f ( i >2)

sum=sumold +( h * ( i −2) )^ ( n−1)* f ( x ( i −2) , lam , x i ) ;

end
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%%%%%%%% i t e r a t i v e method %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

xo ld=x ( i −1)+h^2*sum ;

xnew=x ( i −1)+h ^ 2 / ( ( i +1)* h ) ^ ( n−1)*sum+h^2* f ( xold , lam , x i ) ;

i t =1 ;

whi le ( abs ( xnew−xo ld ) >1e−10 && i t <100)

xo ld=xnew ;

xnew=x ( i −1)+h ^ 2 / ( ( i +1)* h ) ^ ( n−1)*sum+h^2* f ( xold , lam , x i ) ;

i t = i t +1 ;

end

%%%%%%% end i t e r a t i v e method %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

x ( i )= xnew ;

i f ( x ( i ) >0 && x ( i −1) <0)

iR ad i u s = i ;

end ;

sumold=sum ;

i f ( x ( i ) > x i )

i e r r =1 ;

end ;

i = i +1 ;

end

xf=x ;

r = iRad i u s ;

Листинг А.2: Метод второго порядка

f unc t i on [ i e r r , xf2 , r2 ] = I m p l i c i t S e c o n d ( x0 , xi , lam , n , h , imax )

% gi v en a c e r t a i n x0 and t ( imax ) , t h i s f u n c t i o n computes

% t h e v e c t o r x w i t h components x ( i ) , i =0 , imax +1;

% by an I m p l i c i t Method o f Second Order ;

% (3 x ( i +2)−4 x ( i +1)+x ( i ) )= 1 / t ( i +1)^ ( n−1) sum_j =0^( i ) *
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% t ( j ) ^ ( n−1) h *x ( j )

%f o r each i , x ( i +1) i s t h e s o l u t i o n o f a n o n l i n e a r e qua t i o n

% i f f o r a c e r t a i n i <=imax we ob t a i n a non−a d m i s s i b l e o f

% x ( i ) ( x ( i )> x i ) t h en t h e parame te r e r r t a k e s t h e va l u e 1

%x ( i ) c o n t a i n s t h e approx ima t e va l u e o f x ( ( i −1)h )

%g l o b a l x ;

x (1 )= x0 ;

i e r r =−1;

i =3 ;

x ( 2 )= x0+h^2 / ( 2 * n )* f ( x0 , lam , x i ) ;

%x (2)= x0 ;

i f ( n==1)

sumold=h /2* f ( x0 , lam , x i ) ;

e l s e

sumold =0;

end

sum=0;

whi le ( i e r r ==−1 && i <=imax +1)

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% i t e r a t i v e method

xo ld=x ( i −1)+h^2*sum ;

t 2 = ( ( i −1)*h ) ^ ( n−1);

t 1 = ( ( i −2)*h ) ^ ( n−1);

f1= f ( x ( i −1) , lam , x i )* t 1 ;

sum=sumold + h* f1 ;

xnew=2*h / 3 * ( h / 2* f ( xold , lam , x i )+2* x ( i −1)/ h−x ( i −2) / (2* h )+

sum / t 2 ) ;

i t =1 ;

whi le ( abs ( xnew−xo ld ) >1e−10 && i t <100)
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xo ld=xnew ;

xnew=2*h / 3 * ( h / 2* f ( xold , lam , x i )+2* x ( i −1)/ h−x ( i −2) / (2* h )+

sum / t 2 ) ;

i t = i t +1 ;

end

x ( i )= xnew ;

i f ( x ( i ) >0 && x ( i −1) <0)

iR ad i u s = i ;

end ;

sumold=sum ;

i f ( x ( i ) > x i )

i e r r =1 ;

end ;

i = i +1 ;

end

xf2=x ;

r2= iRad i u s ;

Листинг А.3: Метод стрельбы (первый порядок)

f unc t i on [ x f i nd , e r r , i t ] = b i s s e c e q u ( a , b , t o l , x i , lam , n , h , imax )

% s ho o t i n g method w i t h i m p l i c i t e u l e r

% parame t e r s t o e n t e r : [ a , b ] ( i n t e r v a l ) , t o l

% parame t r t o f i n d ou t : x ( approx ima t e s o l u t i o n ) ,

%e r r ( e s t i m a t e e r r o r )

b1=b ;

a1=a ;

i t =1 ;

f a = I m p l i c i t E u l e r ( a , x i , lam , n , h , imax ) ;

fb= I m p l i c i t E u l e r ( b , x i , lam , n , h , imax ) ;
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x =( b1−a1 ) / 2+ a1 ; %%%% the same as ( a1+b1 ) / 2

e r r =( b1−a1 ) / 2 ;

i f ( f a * fb >0)

di sp ( ’ f ( a )* f ( b ) должно быть отрицательным ! ’ ) ;

msgbox ( ’ a , b должны лежить в ( −1 ,0 ) . Выберите

промежуток [ a , b ] побольше ’ , ’Ошибка входных данных ’ , ’Warn ’ )

re turn

end

whi le ( e r r > t o l && i t <40)

f = I m p l i c i t E u l e r ( x , x i , lam , n , h , imax ) ;

i f ( f a * f <0)

b1=x ;

fb= f ;

e l s e

a1=x ;

f a = f ;

end ;

x =( b1−a1 ) / 2+ a1 ;

e r r =( b1−a1 ) / 2 ;

i t = i t +1 ;

end

f = I m p l i c i t E u l e r ( x , x i , lam , n , h , imax ) ;

i t =1 ;

whi le ( f <0 && i t <10 )

f = I m p l i c i t E u l e r ( x , x i , lam , n , h , imax ) ;

i f f <0

x =( x+a1 ) / 2 ;

end ;
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i t = i t +1 ;

end ;

x f i n d =x ;

Листинг А.4: Метод стрельбы (второй порядок)

f unc t i on [ x f i nd , e r r , i t ]= b i s s e c s e c o n d ( a , b , t o l , x i , lam , n , h , imax )

% s ho o t i n g method w i t h i m p l i c i t e u l e r

% parame t e r s t o e n t e r : [ a , b ] ( i n t e r v a l ) , t o l

% parame t r t o f i n d ou t : x ( approx ima t e s o l u t i o n ) ,

% e r r ( e s t i m a t e e r r o r )

a1=a ;

b1=b ;

i t =1 ;

f a = I m p l i c i t S e c o n d ( a , x i , lam , n , h , imax ) ;

fb= I m p l i c i t S e c o n d ( b , x i , lam , n , h , imax ) ;

x =( b1−a1 ) / 2+ a1 ;

e r r =( b1−a1 ) / 2 ;

i f ( f a * fb >0)

di sp ( ’ f ( a )* f ( b ) должно быть отрицательным ! ’ ) ;

msgbox ( ’ a , b должны лежить в ( −1 ,0 ) . Выберите

промежуток [ a , b ] побольше ’ , ’Ошибка входных данных ’ , ’Warn ’ )

re turn

end

whi le ( e r r > t o l && i t <40)

f = I m p l i c i t S e c o n d ( x , x i , lam , n , h , imax ) ;

i f ( f a * f <0)

b1=x ;

fb= f ;

e l s e
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a1=x ;

f a = f ;

end ;

x =( b1−a1 ) / 2+ a1 ;

e r r =( b1−a1 ) / 2 ;

i t = i t +1 ;

end

f = I m p l i c i t S e c o n d ( x , x i , lam , n , h , imax ) ;

i t =1 ;

whi le ( f <0 && i t <10 )

f = I m p l i c i t S e c o n d ( x , x i , lam , n , h , imax ) ;

i f f <0

x =( x+a1 ) / 2 ;

end ;

i t = i t +1 ;

end ;

x f i n d =x ;

Листинг А.5: Функция для вывода графиков и расчетов

f unc t i on Ca lB tn_Ca l l b a ck ( hObjec t , e v e n t d a t a , h a nd l e s )

g l oba l coun t ;

g l oba l h1p l o t ;

g l oba l MatBis ;

c l c ;

x i = s t r 2 d o u b l e ( ge t ( f i n d o b j ( ’ Tag ’ , ’ ed tX i ’ ) , ’ S t r i n g ’ ) ) ;

lam =1;

n =3;

h= s t r 2 d o u b l e ( ge t ( f i n d o b j ( ’ Tag ’ , ’ edtH ’ ) , ’ S t r i n g ’ ) ) ;

imax= s t r 2 d o u b l e ( ge t ( f i n d o b j ( ’ Tag ’ , ’ ed t Imax ’ ) , ’ S t r i n g ’ ) ) ;
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numStep=n / h ;

a= s t r 2 d o u b l e ( ge t ( f i n d o b j ( ’ Tag ’ , ’ e d i t a ’ ) , ’ S t r i n g ’ ) ) ;

b= s t r 2 d o u b l e ( ge t ( f i n d o b j ( ’ Tag ’ , ’ e d i t b ’ ) , ’ S t r i n g ’ ) ) ;

t o l = s t r 2 d o u b l e ( ge t ( f i n d o b j ( ’ Tag ’ , ’ e d i t T o l ’ ) , ’ S t r i n g ’ ) ) ;

sw i t c h ge t ( ge t ( h a nd l e s . PanelMethod , ’ S e l e c t e d O b j e c t ’ ) , ’ Tag ’ )

c a s e ’ r B u t I m p l i c i t 1 ’ ,

[ rho_0 , e r r , i t ] = b i s s e c e q u ( a , b , t o l , x i , lam , n , h , imax ) ;

di sp ( rho_0 ) ;

[ i e r r , xmax , r ] = I m p l i c i t E u l e r ( rho_0 , xi , lam , n , h , imax ) ;

t = 0 : h : ( l eng th ( xmax)−1)*h ;

h 1 p l o t = p l o t ( t , xmax ) ;

gr id on ;

x l ab e l ( ’ Радиус пузыря ’ , ’ Co lo r ’ , [ 0 , 0 . 7 , 0 . 9 ] ) ;

y l ab e l ( ’ Плотнось ’ , ’ Co lo r ’ , [ 0 , 0 . 7 , 0 . 9 ] ) ;

t i t l e ( ’ График радиуса пузыря как функции от плотности ’ ,

’ Co lo r ’ , ’ r ed ’ , ’ Fon tS i z e ’ , 1 4 ) ;

MatBis ( count , 1 ) = 1 ;

c a s e ’ r B u t I m p l i c i t 2 ’ ,

[ rho_0 , e r r , i t ]= b i s s e c s e c o n d ( a , b , t o l , x i , lam , n , h , imax ) ;

di sp ( rho_0 ) ;

[ i e r r , xmax , r ]= I m p l i c i t S e c o n d ( rho_0 , xi , lam , n , h , imax ) ;

t = 0 : h : ( l eng th ( xmax)−1)*h ;

%h1p l o t=p l o t ( t , xmax , t , s i n ( t ) ) ;

p l o t ( t , xmax , t , s i n ( t ) ) ;

gr id on ;

x l ab e l ( ’ Радиус пузыря ’ , ’ Co lo r ’ , [ 0 , 0 . 7 , 0 . 9 ] ) ;

y l ab e l ( ’ Плотнось ’ , ’ Co lo r ’ , [ 0 , 0 . 7 , 0 . 9 ] ) ;

t i t l e ( ’ График радиуса пузыря как функции от плотности ’ ,
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’ Co lo r ’ , ’ r ed ’ , ’ Fon tS i z e ’ , 1 4 ) ;

MatBis ( count , 1 ) = 2 ;

o t h e rw i s e , r e s = ’ ’ ;

end ;

MatBis ( count , 2 ) = h ;

MatBis ( count , 3 ) = x i ;

MatBis ( count , 4 ) = s t r 2 d o u b l e ( s p r i n t f ( ’%.8 f ’ , rho_0 ) ) ;

MatBis ( count , 5 ) = r *h ;

coun t = coun t +1 ;

s e t ( h a nd l e s . t b l B i s , ’ V i s i b l e ’ , ’ on ’ ) ;

s e t ( h a nd l e s . t b l B i s , ’ Data ’ , MatBis ) ;

s e t ( h a nd l e s . t b l B i s , ’ColumnName ’ ,{ ’Поряд метод ’ , . . .

’Шаг ’ , . . .

’ Плотность ’ , . . .

’Нач . значение X_0 ’ , . . .

’ Радиус пузыря ’ } ) ;
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