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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 

Актуальность . Во многих областях физики и техники  представляет важное 

научное и прикладное значение распространение электромагнитных волн (ЭМВ) в 

различных по форме и содержанию (воздух, диэлектрик, ферриты) ограниченных 

областях. Если содержанием являются ферриты, то ограниченные области будут 

гиротропными. 

Известно, что характеристики электромагнитных волн в ограниченных гиро-

тропных областях зависят от величины напряженности внешнего магнитного поля 

и его направления относительно направления распространения волны. Эта осо-

бенность ограниченных гиротропных областей представляет большой практиче-

ский интерес с точки зрения различных технических приложений, так как она 

предоставляет более широкие возможности. Использование ферритов позволяет 

создать элементы электрической цепи, не удовлетворяющие принципу взаимно-

сти, но обладающие высокой скоростью управления  режимом  цепи:  фазовраща-

тели, быстродействующие  переключатели,  циркуляторы, модуляторы,  пере-

страиваемые по  частоте  фильтры,  ослабители,  смесители,  генераторы,  преоб-

разователи  частоты,  параметрические усилители [Лакс Б., Баттон К.],            

[Микаэлян А.Л.].  

При распространении в регулярной эллиптической ограниченной области 

ЭМВ имеет меньшее затухание, чем в прямоугольной и круглой при равных пе-

риметрах поперечного сечения [Ефимов И.Е., Шермина Г.А.]. Кроме того, эллип-

тическая форма поперечного сечения позволяет сохранять положение плоскости 

поляризации волны по отношению к сечению в отличии от круглой, у которой 

плоскость поляризации волны неустойчива и зависит от распределения деформа-

ции ее сечения по длине [Ефимов И.Е., Шермина Г.А.]. 

Впервые классическое изложение теории распространения электромагнит-

ных волн в гиротропных средах было опубликовано в 1955 году в монографии 

[Сул Г., Уокер Л.], в которой моделировались волновые процессы в гиротопной 

ограниченной области с круглой формой поперечного сечения. Позднее, в 1965 

году, в монографии [Лакс Б., Баттон К.] были обобщены результаты и выводы 

большого количества работ по теории распространения электромагнитных волн в 

ограниченной области с прямоугольной и круглой формами поперечного сечения, 

частично или полностью заполненных гиротропной средой. Там же описаны как 

точные, так и приближенные методы решения уравнений Гельмгольца, возника-

ющих краевых задач. Огромный вклад в теорию моделирования волновых про-

цессов в гиротропных средах внесли такие выдающиеся советские и российские 

ученые как [Микаэлян А.Л.], [Гуревич А.Г.], [Вамберский М.В.], [Федоров Ф.И.], 

[Курушин Е.П.], [Нефедов Е.И.] и другие.  

Заметим, что основные вопросы описания распространения ЭМВ в ограни-

ченных гиротропных средах регулярной формы решены, и результаты их решения 

успешно применяются в различных технических устройствах. Однако остается 

еще в этой области ряд нерешенных частных вопросов, важных для практических 

приложений, по решению которых ведутся исследования, как в России             

[Назаров  А.В.], [Денисенко А.А., Назаров А.В., Пилипосян С.Е.], так и за рубе-

жом [Plonis  D., Malisauskas  V., Serackis  A.], [Beeckman  Jeroen, James R., Fernan-
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dez F.A., De Cort  W.,  Vanbrabant  Pieter J.M. ,  Neyts  Kristiaan]. К их числу отно-

сится описание распространения ЭМВ в эллиптической ограниченной гиротроп-

ной области при продольном намагничивании. Решению этой актуальной задачи и 

посвящена, в частности, настоящая работа.  

Отметим, что в исследованиях  и трудах других авторов, моделирование вол-

новых процессов в ограниченных гиротропных областях различной формы про-

водилось и проводится по традиционной схеме, которая позволяет на основе си-

стемы дифференциальных уравнений Максвелла (СДУМ) получить и решить 

частные уравнения Гельмгольца, удовлетворяющие только конкретной форме 

ограниченной гиротропной области: 

1. В зависимости от формы ограниченной гиротротной области выбирается си-

стема координат (для прямоугольной – декартовая, для круглой – цилиндриче-

ская); 

2. В выбранной системе координат из СДУМ получают уравнения Гельмгольца, 

соответствующие только этой форме (прямоугольной, круглой) ограниченной ги-

ротропной области; 

3. Решается краевая задача для соответствующих уравнений Гельмгольца с це-

лью получения дисперсионного уравнения; 

4. Решается дисперсионное уравнение; 

5. Проводится анализ решений дисперсионного уравнения для исследования  

распространение ЭМВ  в соответствующей области. 

В рамках традиционной схемы до сих пор не решены, как уже указывалось 

выше, уравнения Гельмгольца для ограниченной гиротропной эллиптической об-

ласти при продольном намагничивании.  

В диссертации ставится и решается более широкая задача разработки мате-

матической модели распространения ЭМВ в ограниченных гиротропных областях 

с произвольными ортогональными формами поперечного сечения и на ее основе 

исследования распространения ЭМВ в этих областях путем математического мо-

делирования и, в том числе, в ограниченной гиротропной эллиптической области 

при продольном намагничивании. 

При решении поставленной задачи предлагается другой подход (отличный от 

традиционного) получения обобщенных уравнений Гельмгольца. Впервые полу-

ченные обобщенные уравнения Гельмгольца позволяют легко перейти к частным 

уравнениям Гельмгольца, соответствующим конкретным формам поперечного се-

чения и моделировать процессы распространения ЭМВ в ограниченных гиро-

тропных областях с различными формами (прямоугольной, круглой и т.д.). Кроме 

того, такой подход позволяет впервые выполнить моделирование распространения 

ЭМВ в ограниченной гиротропной области эллиптической формы при продоль-

ном намагничивании. 

Целью диссертационной работы является разработка общей математиче-

ской модели распространения электромагнитных волн в ограниченной продольно-

намагниченной гиротропной области с произвольной ортогональной формой по-

перечного сечения и ее численно-программная реализация для моделирования 

общих закономерностей распространения ЭМВ в данной области. 

Для достижения поставленной цели необходимо решить следующие задачи: 
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1. Разработка обобщенных пространственных дифференциальных операторов 

I и II порядка для анализа свойств обобщенных изотропных и гиротропных огра-

ниченных областей, учитывающих геометрию и тензорные свойства среды запол-

нения; 

2. Разработка метода, позволяющего получить на основе  СДУМ обобщенные 

уравнения Гельмгольца для ограниченных гиротропных областей с произвольны-

ми ортогональными формами поперечного сечения;  

3. Разработка математической модели распространения электромагнитных 

волн для гиротропной эллиптической области при продольном намагничивании с 

получением и решением соответствующих уравнений Гельмгольца;  

4. Развитие методов решения краевых задач, применяемых для  изотропных 

ограниченных областей, на случай гиротропных областей; 

5. Численный анализ и математическое моделирование дисперсионных ха-

рактеристик с применением модифицированных пакетов программ Maple. 

Методы исследования. Для решения поставленных задач используются ме-

тоды тензорного анализа, методы укорочения исходного дифференциального 

уравнения [Сул Г., Уокер Л.], [Назаров А.В.] и разделения переменных для реше-

ния краевых задач. 

Научную новизну диссертации представляют следующие результаты:  

– разработан метод инвариантных преобразований (МИП), позволяющий по-

лучить  обобщенные уравнения Гельмгольца электромагнитного поля для ограни-

ченной гиротропной  области произвольной формы; 

– впервые получены обобщенные уравнения поперечных компонент элек-

тромагнитного поля для гиротропной эллиптической области для различных слу-

чаев намагничивании;  

–впервые получены и решены краевые задачи и дисперсионные уравнения 

для гиротропной  эллиптической области при продольном намагничивании. 

Соответствие диссертации паспорту специальности. Диссертация соот-

ветствует паспорту специальности 05.13.18 – «Математическое моделирование, 

численные методы и комплексы программ» и ее областям: пункты 1, 2 и 6. 

Теоретическую и практическую ценность представляют следующие ре-

зультаты: 

– разработанный метод инвариантных преобразований позволяет получить 

обобщенные уравнения Гельмгольца электромагнитного поля для  ограниченных 

гиротропных областей произвольной ортогональной формы при различных слу-

чаях намагничивания. Эти уравнения могут быть также использованы при описа-

нии распространения ЭМВ в переходных участках, соединяющих области регу-

лярной пространственной формы. Кроме того, они могут быть использованы для 

развития методов учета неоднородностей формы ограниченных областей; 

– полученные и решенные уравнения Гельмгольца электромагнитного поля 

для гиротропной эллиптической области при продольном намагничивании позво-

ляют исследовать особенности распространения электромагнитных волн в ней и 

промоделировать условия их распространения;  

– полученные результаты могут быть использованы при решении различных 

задач на практике, в частности, могут применяться при разработке устройств 
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сверхвысокочастотного диапазона на основе гиротропных эллиптических направ-

ляющих систем. 

Достоверность результатов исследований обеспечивается строгим анали-

тическим решением исходных уравнений Максвелла. Тестирование полученных 

решений уравнения Гельмгольца электромагнитного поля для эллиптической об-

ласти выполнено посредством рассмотрения предельных переходов к известным 

решениям для случаев более простых изотропной и гиротропной областей круг-

лой формы. Численное моделирование, использованное в работе, проведено в 

рамках известных, хорошо апробированных пакетов прикладных программ. 

Реализация результатов. Исследования по теме диссертации проведены в 

рамках плановых госбюджетных тем (номера государственной регистрации: 

01970005062, 01.2007.10054, 01201355800) кафедры «Электронные вычислитель-

ные системы» ФГБОУ ВПО «Восточно-Сибирский государственный университет 

технологий и управления» и научно-исследовательских работ развития ФГБОУ 

ВПО «Восточно-Сибирский государственный университет технологий и управле-

ния» на 2011-2015 годы. 

Апробация работы. 

Основные положения и результаты диссертационной работы докладывались:
 

 на I Международной конференции «Математика, ее приложения и матема-

тическое образование», г. Улан-Удэ, 2002 г.;  

 на V Всероссийской научно-практической конференции «Теоретические и 

прикладные вопросы современных информационных технологий», г. Улан-Удэ, 

2004 г.; 

 на XIV Международном симпозиуме «Оптика атмосферы и океана. Физика 

атмосферы», г. Улан-Удэ, 2007 г.;  

 на Международной конференции «Вычислительная математика, дифферен-

циальные уравнения, информационные технологии», г. Улан-Удэ, 2009;  

 на VI Международной научно-практической  конференции  «Электронные 

средства и системы управления», г. Томск, 2010 г.; 

 на VI Международном научном семинаре «Обобщенные постановки и ре-

шения задач управления», г. Геленджик, Краснодарский край, 2012 г.; 

 на Международной  научно-практической конференции «Вопросы образо-

вания и науки: теоретический и методический аспекты», г. Тамбов, 31 мая 2014 г.; 

 на VI Международной научно-практической конференции «Фундаменталь-

ные и прикладные исследования в современном мире», г. С-Петербург, 17 июня 

2014 г.; 

 на V Международной конференции «Математика, ее приложения и матема-

тическое образование, г. Улан-Удэ, 23-28 июня 2014 г.; 

 на XIY Международной научно-практической конференции «Теория и 

практика современной науки»,  Москва, 2-3 июля 2014 г. 

Публикации.  По результатам исследований, выполненных в рамках диссер-

тационной работы, опубликовано 17 статей, из них 5 входит в перечень рецензи-

руемых изданий, рекомендованных ВАК РФ.  
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Личный вклад. Результаты диссертации опубликованы в статьях /1-17/. В 

работах /6-9/, выполненных в соавторстве диссертант участвовал от постановки 

задачи до получения результатов и является  полноценным соавтором, а в работах 

/1-5, 10- 17/, в которых диссертант является первым автором, его вклад – основ-

ной.  

Структура объем работы. Диссертация состоит из введения, четырех глав, 

заключения и списка литературы из  104 наименования. Объем работы составляет  

146  страниц, из них _18_ рисунков, _1_ таблица. 
 

КРАТКОЕ СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ 

 

Во введении обосновывается актуальность темы и цель диссертационной ра-

боты. Отмечается новизна и практическая ценность полученных результатов. 

Описывается краткое содержание диссертации. 

 

Глава 1. Метод инвариантных преобразований 

В главе 1 описан метод инвариантных преобразований, позволяющий на ос-

нове СДУМ получить общие аналитические выражения, из которых можно опре-

делить уравнения Гельмгольца НЕ -  и ЕН- волн в гиротропных ограниченных об-

ластях с произвольными ортогональными формами поперечного сечения для раз-

личных случаев намагничивании.. 

Основу МИП составляет аппарат тензорного исчисления, позволяющий про-

вести анализ распространения электромагнитных волн в ограниченной области с 

гиротропным заполнением, намагниченной вдоль одной из координатных осей. 

Удобство применения МИП для математического анализа ограниченных областей 

с произвольной обобщенно-ортогональной формой поперечного сечения является 

то, что метод обладает свойством инвариантности относительно преобразования 

системы координат. 

Проведен анализ конических сечений, позволяющий сделать вывод об инва-

риантности наиболее часто встречающихся на практике формах поперечного се-

чения ограниченной области: прямоугольного, круглого, эллиптического. 

Рассмотрены особенности  дифференцирования  тензоров по координатам в 

случае криволинейной системы координат, связанных с переменностью не только 

компонент, но и базисных векторов с помощью ковариантного дифференцирова-

ния. 

СДУМ  для комплексных амплитуд имеет вид [Микаэлян А.Л.]: 





















,0

;0

;

;

DDiv

BDiv

BjwERot

EjwHRot 

                                          (1) 

где EиH  - напряженности магнитного и электрического полей; 

DиHB ~ - магнитная и электрическая индукции; j -мнимая единица;  - ди-

электрическая проницаемость феррита; w – циклическая частота, ~ - тензор маг-
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нитной проницаемости гиротропной среды, который для произвольного намагни-

чивания имеет вид:  





















33

22

11

~









jmjl

jmjk

jljk

                                         (2) 

Для определенности будем рассматривать волны, распространяющиеся вдоль 

оси  Z в декартовой системе координат (зависимость от координаты Z описывает-

ся выражением e
-jγz

, где  - постоянная распространения).  

В случае продольного намагничивания гиротропная область намагничена 

вдоль координаты Z и тензор магнитной проницаемости примет самосопряжен-

ный вид: 



















||
00

0

0
~







 jk

jk

,                                                                    (3) 

где 
2

0

2

0

00
ww

ww
м


  ; 

м

Гн7

0
104   - магнитная постоянная, 

0||
  ; 

0000
HYw  - частота ферромагнитного резонанса; 

кг

Кл11

0
1076,1   - гиромагнит-

ное отношение электрона; 
0

H - напряженность намагничивающего магнитного 

поля; 
000

MYw
м

 ; 
0

M - намагниченность гиротропной среды (феррита) при 

насыщении; 
2

0

20
ww

ww
k м


  . 

 На основе МИП получены обобщенные уравнения Гельмгольца  гибридных, 

соответственно, НЕ и ЕН волн в гиротропной продольно-намагниченной ограни-

ченной области с произвольной ортогональной формой поперечного сечения 

(волна распространяется вдоль продольной координаты Z): 

        

 

























,0

;0

||22

2211

2||

||

2

2211

ZZZZ

ZZZZ

HkwjEwEE

E
k

wjHwHH














              (4) 

где введены дифференциальные операторы II-го порядка: 

                      

















































,
1

;
1

2

2

22

1

1222

2

22

1

1

11

2

2112

1

11

x
ГГ

xh

x
ГГ

xh
                             (5) 

где 
21

,hh - коэффициенты Ламэ; 21 , xx - поперечные координаты (верхние индексы 

– это не показатели степени, а просто индексы); 2

21

1

12
, ГГ - символы Кристоффеля; 
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ZZ
EH , -продольные составляющие магнитного и электрического полей, соответ-

ственно;  
2211

; 
033

  ; 0;0  kml ;





22 k



. 

Система уравнений (4) позволяет  описать трансформацию электромагнит-

ных волн при произвольном изменении формы поперечного сечения ограничен-

ной области (единственным условием является  ортогональность поперечной 

формы сечения). Так для наиболее часто встречающихся на практике ограничен-

ных областей уравнения Гельмгольца  будут следующими: 

1) для прямоугольной 

 










































,0

;0

||22

2

2

2

2

2||

||

2

2

2

2

2

ZZ

ZZ

ZZ

ZZ

HkwjEw
y

E

x

E

E
k

wjHw
y

H

x

H














                  (6) 

 

2) для цилиндрической  

 




















































,0

11

;0
11

||22

2

2

22

2

2||

||

2

2

2

22

2

ZZ

ZZZ

ZZ

ZZZ

HkwjEw
E

rr

E

rr

E

E
k

wjHw
H

rr

H

rr

H

















        (7) 

 

3) для эллиптической 

 










































,0

;0

||222222

2

2

2

2

222||

||

222

2

2

2

2

ZZ

ZZ

ZZ

ZZ

HkwdjeEwde
E

r

E

E
k

wdjeHwde
HH

















             (8) 

где e - фокусное расстояние,  22 cos chd - геометрический параметр. 

Для изотропного случая, когда 0k ,  формулы (6), (7), (8) преобразуются в 

известные выражения
 
[Мак-Лахлан Н.В.], [Гольдштейн Л.Д., Зернов Н.В.]. 

 

Глава 2. Математическая модель электромагнитных волн  в ограниченной  

области с тензорным заполнением 

Вторая глава посвящена разработке математической модели распространения 

ЭМВ в ограниченной продольно-намагниченной гиротропной области с произ-

вольной ортогональной формой поперечного сечения, которая определяется крае-

выми задачами Дирихле (*) и Неймана (**) для уравнений (4): 

   

 







GGобластиойограниченнграниценаE

GCGCE

Z

Z

0

;2

                    (*)     

и              



 10 

   

 














,0

;12

GGобластиойограниченнграницена
n

H

GCGCH

Z

Z

           (**) 

где G - ограниченная область, G - граница ограниченной области,  GC - непре-

рывные на G  функции,  GC1 - непрерывно дифференцируемые на G  функции, 

 GC 2 - дважды непрерывно дифференцируемые на G  функции, n - нормаль к гра-

нице ограниченной области G . 

Получены поперечные компоненты ЭМВ в обобщенной ограниченной гиро-

тропной области с ортогональными формами поперечного сечения при произ-

вольном намагничивании:  







































































































,

,

,

,

31322

2

323122422

2

2

32312

2

313222422

2

1

32312

2

31

11

3222422

2

2

31322

2

32

22

3122422

2

1

HE
w

a

kjw
HE

w

kwba

aj
H

HE
w

b

kjw
HE

w

kwba

bj
H

H
w

E
b

kjw
H

w
E

kwba

bj
E

H
w

E
a

kjw
H

w
E

kwba

aj
E

lm

ml

ml

lm

















































                 (9) 

 

где введены дифференциальные операторы I-го порядка с учетом произвольной 

намагниченности:  

                                   



























,

;

;

;

2

22

22

22

2

2

2

11

11

12

2

1















mw

m

a

p

lw

l

b

g

m

m

l

l

                                                (10) 

где  

.
2

2
22

;
222

;2.1;
1

;
222

;
2

2
22

22

2211

11

22

11

2211




























k

i

ii

i

k

wpwa

qh
wbwg

 

Поставленные краевые задачи Дирихле и Неймана для уравнения (4) и опре-

деление дифференциальных операторов I, II-го порядков с учетом коэффициентов 

Ламэ и символов Кристоффеля позволяют построить на единой базе математиче-

скую модель распространения ЭМВ. Такой подход дает возможность промодели-
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ровать общие закономерности поведения ЭМВ в гиротропной ограниченной об-

ласти с разными ортогональными формами поперечного сечения. 

Показан способ перехода от ограниченной гиротропной области с произволь-

ной формой поперечного сечения к наиболее часто встречающимися на практике 

областям (прямоугольной, круглой, эллиптической) при продольном намагничи-

вании.  

Глава 3. Решение уравнений Гельмгольца  для гиротропной   

ограниченной  области  эллиптической формы 

В третьей главе развивается методика решения краевых задач, применяемых 

для изотропных областей, на мало исследованный случай гиротропной эллипти-

ческой области. Методика включает в себя следующие  этапы: 

1) переход от гиротропных обобщенно-криволинейных ортогональных  ограни-

ченных областей к гиротропной эллиптической области при различных случаях 

намагничивания; 

2) определение всех характеристик эллиптической системы координат: коэффи-

циентов Ламэ 
1

h , 
2

h  (очевидно, что 1
3
h ), символов Кристоффеля, метрики про-

странства: 

       
;

)sin()cos(
222

1
ed

zsheche
h 














































                 (11) 

 

       
;

)sin()cos(
222

2
ed

zsheche
h 














































                  (12) 

 
   

   

   

    ,0;

000

02sin2

022sin
1

;

000

022sin

02sin2

2

1 3

2

2

2

1 




































ijijij

Гsh

sh

h
Гsh

sh

d
Г 






                 (13) 

 

где ;2,1, ji  

     2222 dzdeddedds   .                                              (14) 

3) применение метода [Сул Г., Уокер Л.], впоследствии названного «методом 

укорочения исходных дифференциальных уравнений» для совместного решения 

уравнений (8). 

МИП позволяет легко осуществить переход к гиротропной эллиптической 

области, также как к любой другой ограниченной области с криволинейной орто-

гональной формой поперечного сечения и продольно-регулярной осью. Ниже 

приведены результаты перехода к гиротропной эллиптической области для раз-

личных случаев намагничивания. 

При нормальном (гиперболическом) намагничивании гиротропной эллипти-

ческой области из формулы (9) с учетом формулы (2) при   
3322

, 
||11

  , 

0,0  mlk  получены следующие выражения поперечных компонент: 
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















































































































,
1

,
1

,
1

,
1

2

2

2

||

2

2

z

z

z

zz

z

zz

z

z

Hed
mwEw

edb

j
H

HEw

eda

j
H

HwE

eda

j
E

H
m

ed
wE

edb

j
E






































                                   (15) 

 

где  
22222

||

222 ,   wgbwpa . 

 

При касательном (эллиптическом) намагничивании гиротропной эллиптиче-

ской области из формулы (9) с учетом формулы (2) при  
3311

, 
||22

  , 

0,0  lmk  получены следующие выражения поперечных компонент: 
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где .; 2

||

2222222   wgbwpa  

При продольном намагничивании гиротропной эллиптической области из 

формулы (9) с учетом формулы (2) при  
2211

, 
033

  , 0,0  kml  

получены следующие выражения поперечных компонент: 
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                        (17) 

где 

;; 22222222  


kwwgkwwg 222   wa ; 222  


wc . 
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Полученные поперечные компоненты гиротропной эллиптической области 

при различных случаях намагничивания (15)-(17) позволяют анализировать рас-

пределение полей. 

Для совместного решения уравнений (8), используя метод укорочения исход-

ного дифференциального уравнения, были получены уравнения Гельмгольца для 

гиротропной эллиптической области при продольном намагничивании: 

 

 

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
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k
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        (18) 

где 
ZZZZ

HjEHjE
2211

;  . 

Здесь 
21

,  являются корнями уравнения: 

.0
||

222||

||

22 





















k
www

k
w                    (19) 

Далее для решения уравнений (18) с краевыми задачами Дирихле (*) и Ней-

мана (**) был применен метод разделения переменных, связанный с собственны-

ми функциями. Вид собственных функций зависит от формы ограниченной обла-

сти. Показано, что когда ограниченная область имеет эллиптическую форму, соб-

ственными функциями являются четные и нечетные обыкновенные и модифици-

рованные функции Матье. 

В результате решения уравнений Гельмгольца  (18) с указанными граничны-

ми условиями были получены все шесть поперечных компонент гибридных волн 

при продольном намагничивании (для четных решений): 
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 и 
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         (21) 

где  
21

,
mm

CC - амплитудные коэффициенты (постоянные);  
2,1

, qce
m
 - четные 

обыкновенные функции Матье I-го рода целого порядка (индекса) m и их произ-

водные  
2,1

' , qce
m
 ;  

2,1
, qСe

m
  - четные присоединенные (модифицированные) 

функции Матье I-го рода (с целым индексом) и их производные  
2,1

' , qCe
m
 . 

Выражения (20) и (21) надо умножить на  Zwtje  , чтобы показать зависи-

мость полей от времени t  и распространение волн вдоль координаты Z . 

Для представления нечетных решений необходимо сделать следующие заме-

ны в (20) и (21):  
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
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                                       (22) 

где 
1m

S ,
2m

S - константы; 
m

se , mse ' - нечетные обыкновенные функции Матье I-го 

рода целого порядка (индекса) m и их производные соответственно; 
m

Se , mSe ' - 

нечетные присоединенные (модифицированные) функции Матье I-го рода (с це-

лым индексом) и их производные соответственно. 

Для получения дисперсионных уравнений, в (20) необходимо поставить гра-

ничные условия, заключающиеся в равенстве нулю тангенциальных составляю-

щих электрического поля. В этом случае получается система линейных однород-

ных алгебраических уравнений. В результате решения системы линейных одно-

родных уравнений относительно неизвестных 
1m

C  и 
2m

C , впервые были получены 

дисперсионные уравнения электромагнитных волн в ограниченной гиротропной 

эллиптической области при продольном намагничивании (для четных решений): 
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Для нечетных решений в (23) надо сделать замену (22). 

Полученные дисперсионные уравнения определяют связь между геометрией 

структуры ограниченной области  de,  и электромагнитными параметрами гиро-

тропной среды  ,k .  
 

Глава 4. Применение модели электромагнитных волн для эллиптической 

продольно-намагниченной области. 

Четвертая глава посвящена проверке впервые полученных уравнений Гельм-

гольца  (18) и дисперсионных уравнений (23). Проведен численный анализ полу-

ченных оригинальных дисперсионных уравнений. 

Корректность уравнений (18) и (23) проверялась путем предельных перехо-

дов и сравнения с известными уравнениями следующим образом:  

1) эллиптическая гиротропная область при продольном намагничивании путем 

предельного перехода сводилась к круглой. При этом уравнения (18) и (23) 

совпадают с известными [Микаэлян А.Л.], [Гуревич А. Г. , Мелков Г.А.]
 
 урав-

нениями Гельмгольца и дисперсионным уравнениям для гиротропной круглой  

области при продольном намагничивании; 

2) эллиптическая гиротропная область при продольном намагничивании путем 

предельного перехода сводилась к эллиптической изотропной. При этом урав-

нения (18) и (23) совпадают с известными [Мак-Лахлан Н.В.]
 
 уравнениями 

Гельмгольца  и дисперсионным уравнениям для изотропной эллиптической 

области. 

Так как дисперсионные уравнения (23) не решаются аналитически, то их ана-

лиз проводился численно. Для этого был составлен комплекс программ на основе 

программного пакета Maple. Полученные результаты позволяют проводить чис-

ленный анализ дисперсионных уравнений (23) для различных сечений ограничен-

ной эллиптической области и степени гиротропии заполнения; 

На рисунках 1 - 3  представлены графики зависимостей постоянных распро-

странения  
Z

Z

k


  от напряженности намагничивающего магнитного поля  

w

w
0   для 

гиротропной эллиптической области при продольном намагничивании с длиной 

большой полуоси s=0,016 м. и эксцентриситетами Е=0.02(почти круг, т.е. пре-

дельный переход от эллипса к кругу) и E=0,75 при частоте  101028.6 w Гц и 

намагниченности феррита ww
M

 15.0 . 

На рисунке 1 и на всех последующих рисунках нижние индексы «С» и «S»  

означают четную и нечетную моды, верхние индексы «+» и «-» означают правое и 
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левое направления вращения,  каждая цифра  нижних индексов «11» и «12» опре-

деляет число полуволн, укладывающихся  вдоль поперечных координатных осей 

эллиптической ограниченной области: первая цифра означает периодичность поля 

по координате  , а вторая - по  . При 10 
w

w
 наступает ферромагнитный резо-

нанс (на всех рисунках вертикальная пунктирная линия).  

Все волны с намагниченным ферритом для ограниченной круглой  области 

(рис.2) являются гибридными: ,,,,
11111111

 EНEНHEHE  

1212
, HEHE , 

1212
, EНEН . 

Все волны с намагниченным ферритом для ограниченной эллиптической об-

ласти с эксцентриситетом Е=0.75 (рис. 2 и 3) также являются гибридными: 

,,
1111

 HEHE
CC

,,,,,,
111111111111

 EHEHEHEHHЕHE
SSCСSS

.,
1212

 HEHE
CC

 
 

 
Рис. 1- Зависимости постоянных распространения от напряженности намагничивающего поля 

для эксцентриситета Е=0.02 (почти круг, т.е. предельный переход от эллипса к кругу), получен-

ные при решении уравнений (23).  

 

На рисунке 1 горизонтальными пунктирными линиями показаны моды при 

отсутствии магнитного поля: ,,,,
12121111

ЕHЕH .  
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Рис. 2 - Зависимости постоянных распространения от напряженности намагничивающего поля 

для эксцентриситета Е=0.75, полученные при решении уравнений (23)  (показаны только ЕН- 

моды).  

 

На рисунке 1 горизонтальными пунктирными линиями показаны моды при от-

сутствии магнитного поля: 
1111

, EE
SC

.  
 

 
Рис. 3- Зависимости постоянных распространения от напряженности намагничивающего поля 

для эксцентриситета Е=0.75, полученные при решении уравнений (23) (показаны только НЕ- 

моды).  
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Базарову Б.Б. 
 

Горизонтальными пунктирными линиями показаны моды при отсутствии 

магнитного поля: 
121111

,, HHH
CSC

.  
 

Из данных графиков следует, что порядок появления основной и высших мод  

зависит от  эксцентриситета. Также анализ дисперсионных характеристик и их 

графиков показывает, что при продольном намагничивании в ограниченной гиро-

тропной эллиптической области каждая ЭМВ может быть рассмотрена как две 

волны, распространяющиеся с разными фазовыми скоростями.  

Предложенная математическая модель и методы анализа распространения 

ЭМВ в гиротропных ограниченных областях могут на практике применятся для  

разработки ферритовых устройств сверхвысоких частот (фазовращатели, цирку-

ляторы) на основе эллиптических волноводов с гиротропным заполнением. 

Основные научные результаты: 

1. Разработан  метод инвариантных преобразований, с помощью которого 

впервые получены обобщенные уравнения Гельмгольца  гибридных волн  в гиро-

тропной продольно-намагниченной ограниченной области с произвольной орто-

гональной формой поперечного сечения;   

2. Разработана общая математическая модель распространения электромаг-

нитных волн в ограниченной гиротропной области с произвольной ортогональной 

формой поперечного сечения при продольном  намагничивании, позволяющая 

моделировать общие закономерности распространения ЭМВ в этой области;   

3. Решены краевые задачи для уравнений Гельмгольца  электромагнитного 

поля для ограниченной гиротропной эллиптической области при продольном 

намагничивании; 

4. Получены новые дисперсионные уравнения электромагнитных волн для 

гиротропной эллиптической области при продольном намагничивании, с  исполь-

зованием которых численно исследованы связи между основными параметрами 

ЭМВ: соотношения скоростей распространения, длин волн, критической длины 

волн и критической частоты для гибридных волн.  
 

Автор благодарен  к.т.н., доценту                              , под руководством  которого 

было положено начало настоящей работе. 
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